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1 Testi 2015/16

1.1 1.Test

1. test iz Matematike 2
26. oktober 2015

1. [12 tock] Za vsako od spodnjih trditev v pripadajo¢i kvadratek [ ja-
sno oznacite, ¢e je trditev pravilna  oziroma napacna X. Za vsak vas
pravilen odgovor boste prejeli 2 tocki, za vsak napacen pa —1 tocko. Ce
pustite kvadratek prazen, dobite 0 tock.

Odgovorov ni potrebno utemeljevati.

X

X

Ce je U linearna lupina vektorjev vy, va, ..., Vi, potem vektorji vy, va, ...

tvorijo bazo prostora U.

Vsaka baza prostora R2** ima najve¢ 4 elemente.

Denimo, da je V vektorski podprostor dimenzije 16 v R35. Ce je
{v1,va,..., vV} linearno neodvisna mnozica vektorjev v V, potem je

k < 16.

Za poljubne tri vektorje a,b,c € R? obstaja linearna preslikava
¢: R? — R?, ki vektorje a, b, ¢ po vrsti preslika v vektorje b, c, a.

Preslikava, ki obrnljivi matriki A priredi njen inverz A=!, je linearna.

Vsaka matrika, ki pripada linearni preslikavi iz R?*3 v R*, ima 6
stolpcev.

» Vk



2. [13+3 to&k] Za polinom p(z) = ax® + bx? + cx + d in kvadratno matriko
A oznagimo p(A) = aA3 + bA% + cA + dI. Naj bo A € R**? matrika

A:B ﬂ

Naj bo U C Rs[x] mnoZica tistih polinomov stopnje najve¢ 3, za katere je
p(A) = 0 (nicelna matrika).

(a) Dokazi, da je U vektorski podprostor v Rs[z]. Natancno utemelji!
(b) Pois¢i matriko, ki pripada linearni preslikavi
¢: Rs[z] = R**?, ¢(p) = p(A)

v standardnih bazah prostorov R3[z] in R2*2. (Linearnosti preslikave
¢ ni potrebno utemeljevati.)

(¢) (Dodatno) Pois¢i bazo za podprostor U in dolo¢i dimU. Natanéno
utemelji!
(Namig: Ce sta A1 in Ag lastni vrednosti A, potem je (A — A I)(A—
Aol) = 0.)

Resitev:

(a) Vzemimo polinoma p,q € U in skalarja o, 3 € R. Ker velja p(4) = 0 in
q(A) =0, sledi

(ap + Bg)(A) = ap(A) + Bq(A) =a -0+ 5-0=0,

kar pomeni ap + Bq € U in U je podprostor.

(b) Poracunati moramo ¢(p) za polinome p iz standardne baze R3[z], p € {1,z,z? 2*}:

ow=1g 1 o=y i =]} 3] een=[1} 1]

Martika, ki pripada ¢ je torej

[¢] =

_ o O =
= NN =
U Ol
—
=~

(c) Za karakteristi¢ni polinom A 4(z) matrike A velja A4(A) = 0 (nicelna ma-
trika). Hitro vidimo

Aa(z) = det(A — al) = 2 — 2z — 3.

V U so torej lahko le tisti polinomi stopnje najve¢ 3, ki so deljiviz A4 (x). Od
tod dobimo By = {2® — 2z — 3, z(2* — 2z — 3)} in dimU = 2.



1.2 2. Test

2. test iz Matematike 2
18. november 2015

1. [12 toc¢k] Za vsako od spodnjih trditev v pripadajo¢i kvadratek []

jasno oznacite, ¢e je trditev pravilna I oziroma napatna X. Za
vsak va$ pravilen odgovor boste prejeli 2 tocki, za vsak napacen pa
—1 toc¢ko. Ce pustite kvadratek prazen, dobite 0 tock.

Odgovorov ni potrebno utemeljevati.

Zl Naj bo 7: R2¥3 — R6 linearna preslikava, za katero velja

() (2 28]
Potem je dim(im(7)) < 5.

X Vsaka izometrija ohranja ni¢elni vektor.

7 Vsaka ortogonalna preslikava A: R3 — R3, za katero velja A(a) =
a, A(b) = cin A(c) = b za paroma ortogonalne vektorje a, b, c €
R3, je zrcaljenje ez ravnino.

Ap+1

 Ce za zaporedje a, s pozitivnimi ¢leni velja lim
n—oo

<1, po-
2%
tem je lim a, = 0.

n—oo

> .n
X Vrsta Z T konvergira za vsak z € [—1,1].
n

n=1

oo N
va| éeje Z a, = S, potem obstaja tak IV, da je ‘S - Zan

n=0 n=0

< 0.001.




2. [13+3 to&k| Dani so vektorji u, v, w € R?;

1 0 1
u= |0, v=|[1], w= 0
1 0 -1

Linearna preslikava ¢: R? — R3 slika te tri vektorje tako:
¢(u) =W, ¢(V) = -V, ¢(W) =—-u

i. Izberi bazo za R? in zapisi matriko, ki pripada ¢ v izbrani bazi.
ii. Koliko je dim(im ¢)?
iii. Natan¢no utemelji, da je ¢ linearna izometrija (ali ekvivalentno:
ortogonalna transformacija).

iv. Pois¢i realne lastne vrednosti preslikave ¢ in pripadajoce lastne
vektorje.

v. Klasificiraj linearno izometrijo ¢.
vi. (Dodatno) Pois¢i matriko, ki pripada ¢ v standardni bazi R3.
Resitev:

i. Izberimo kar bazo {u,v,w}. V tej bazi pripada ¢ matrika

0o 0 -1
A=A,=10 -1 0
1 0 0

ii. dim(im ¢) =rang Ay = 3.

iii. Baza {u,v,w} je ortogonalna, ni pa ortonormirana. V ortonormirani

{L v L} _J (1) (1) R (1)

[all ™ (v {lwl] V2 1| ol V2 |y
pripada ¢ ista matrika, tj. A. Ker velja ATA = I, je A ortogonalna, torej
je ¢ linearna izometrija.

iv. Iz ¢(v) = —v sledi, da je v lastni vektor ¢ za lastno vrednost \; =
—1. Vektorja u in w iz ortogonalnega komplementa v (ki je invarinten
podprostor za ¢) pa jasno nista lastna vektorja. Torej je A1 = —1 edina
realna lastna vrednost.

v. Ker je —1 edina realna lastna vrednost, je ¢ zrcalni zasuk. Os vrtenja je
v, kot zasuka pa 7/2 (kot med u in w).



1.3 3. Test

3. test iz Matematike 2
9. december 2015

1. [12 tock] Za vsako od spodnjih trditev v pripadajo¢i kvadratek [ ja-

sno oznacite, ¢e je trditev pravilna  oziroma napacna X. Za vsak vas
pravilen odgovor boste prejeli 2 tocki, za vsak napacen pa —1 toc¢ko. Ce
pustite kvadratek prazen, dobite 0 tock.

Odgovorov ni potrebno utemeljevati.

o0
7 Ce vrsta Z anx"” divergira pri x = 3, potem divergira tudi pri z =

n=0

—5.
gy

o n!
. - 0 , 1
X Odvod funkcije f(z) = Z n(x —1)" je enak f'(z) = .
o 2—-z

2 2

av Fourierjevem razvoju funkcije k(xz) = cos® x — sin” z na intervalu

[-7, 7] je ag = 1 in b, =0 za vsak n > 1.

X Parcialni odvod funkcije g(z,y) = 23 — 322y + y po spremenljivki
je enak g, (z,y) = 322 — 62y + ¥.

X Ce vemo, da je h,(1,0) > 0in h(1,0) = 0, od tod sledi, da je h(1,1) >
0.



2. [18+3 tock] Funkcija f je dana s predpisom
f(z) = zlog(1 + 2?).

(a) Poiscéi Taylorjevo vrsto funkcije f okrog z¢ = 0.

o0
-1 n+1
(Namig: Taylorjeva vrsta funkcije log(1+t) okrog tog = 0 je Z (Gt
n
n=1
(b) Za katere z € R dobljena Taylorjeva vrsta konvergira? Natancno
utemelji!
(c) Dologi f(2919)(0).
(d) (Dodatno) Izra¢unaj vsoto vrste
i (71)n+1
= 2n - 47
Resitev:
(a) Vieg(1+1t)=>>, %t" vstavimo ¢ = 2% in dobimo
e 7L+1
log(1 + z?) = Z
Od tod sledi
2\ - (_1)7L+1 2n - (_1)n+1 2n+1
mlog(l—l—x)—a;;in x —;771 x .

1
(b) Splosni &len Taylorjeve vrste za zlog(1 4 2) je an = %x%“

bimo najprej kvocientni test:

. Upora-

An+1 . 2 2
22— lim z°=x°.

lim
n—r oo

Qan
Vrsta konvergira abosolutno, ¢e je 2% < 1, torej za vse x € (—1,1).
Preverimo se konvergenco v robnih tockah x = +1:

> n n+1

S0 g 0

n=1

Zadnja vrsta pa konvergira po Lebnizovem kriteriju. Obmocje konvergence je
torej zaprt interval [—1,1].

(c) Iz
Z & — i 2n+1

k=0 n=1
sledi, da zan = %25*1 = 1007 velja

f(2015)(0) (_1)1007+1

20150 1007
torej £(291%)(0) = 2015!/1007.
(d) Ce v Taylorjevo vrsto za xlog(1 4+ z?) vstavimo = = 1/2, dobimo ravno

o (*1)”+1

Stevilsko vrsto 0 | S

. Torej
n+1 1

> Gl =3ee (0 (3)) =ee ()



1.4 4. Test

4. test iz Matematike 2
20. januar 2016

1. [12 tock] Za vsako od spodnjih trditev v pripadajo¢i kvadratek [ ja-

sno oznacite, ¢e je trditev pravilna  oziroma napacna X. Za vsak vas
pravilen odgovor boste prejeli 2 tocki, za vsak napacen pa —1 toc¢ko. Ce
pustite kvadratek prazen, dobite 0 tock.

Odgovorov ni potrebno utemeljevati.

X Ce za zvezno pracialno odvedljivo funkcijo f(z,y) velja, daje f.(a,b) =
fy(a,b) =0, je v tocki (a,b) lokalni ekstrem.

7 Ce funkcija f(x,y) doseze maksimalno vrednost na krivulji 22 +42y% =
3 v tocki (1, 1), potem je grad(f)(1,1) vzporeden vektorju [1,2]T.

X /01dy/oyf(:v,y)d:zz/O1 dx/oxf(x,y)dy.

1 V1—z2 /2 1
vl / dm/ acdy:/ dgo/ 72 cos @ dr.
0 0 0 0

il Vektorsko polje F(z,y) = [2zy,2? — 4?7 je potencialno vektorsko
polje na ravnini R2.

X ydzr + xdy = 3, kjer je K pozitivno orientiran rob Stirikotnika z
K
ogliséi (0,0), (3,1),(4,3) in (1,2).



2. [13+5 tock]
(a) Pois¢i najvecjo in najmanjso vrednost funkcije f(x,y) = 2> — y na
kroznici z enagbo z? + y? = 1.

(b) Izracunaj integral

[[@? —y)dwdy = /_11 (/0 o Ca) da?) dy,

kjer je D obmodje dolo¢eno z neenacbama x2 +132 < 1, x > 0.
Namig: Pomagaj si z uvedbo polarnih koordinat.

(¢) (Dodatno) Naj bo vektorsko polje F dano s predpisom

reo-[g]- (2]

Izrac¢unaj krivuljni integral
/ F - ds,
c

kjer je C pozitivno orientiran krozni lok dolo¢en z 2% +3? = 1, z > 0.
Namig: Pomagaj si s tocko (b). Uporabi Greenovo formulo. Dobro
utemelji!

Resitev:

(a) 15¢emo ekstreme f pri pogoju (vezi) g(z,y) := x> + 3> — 1 = 0. Zapidimo
Lagrangeovo funkcijo

L($7y7 )\) = f(l‘7y) - )\g(l‘7y) = ‘T2 - Y- )\(IQ + y2 - 1)
Nicle parcialnih odvodov te funkcije so kandidati za vezane ekstreme f:

oL _

2r — 2

£ T T,

oL

R ¥

dy YA,
GLi_ 2 2
N (= +y" —1).

Zacnimo s prvo enacbo: 1z 2z(1 — X) = O sledi ali x = 0 ali A = 1. Ko
je x = 0, iz tretje enacbe dobimo y = +1. V primeru A = 1 pa iz druge
enacbe dobimo y = —1/2 in nato iz tretje enacbe = = +/3/2. Dobili smo 4
stacionarne tocke, vrednost f v teh stacionarnih tockah pa je:

T(z,y) | f(z,y)
T(0,—1) 1
7(0,1) —1

T(—/3/2,-1/2) | 5/4
T(V3/2,-1/2) 5/4

Najveéja vrednost f na kroznici je torej 5/4 najmanjsa pa —1.

10



(b) Po uvedbi polarnih koordinat

(c)

T =1TCcos¢p
=rsin¢
Jac=r

dobimo

/2 1
I'= £j(x2 —y)dzdy = /ﬂr/Q d(b/() (T2 cos® ¢ — rsin o)rdr

/2 1 /2 1
:/ d¢/ r? c052¢dr—/ dcb/ r? sin ¢ dr.
—/2 0 —7/2 0

Drugi integral je enak 0, saj integriramo liho funkcijo sin ¢ na simetricnem
intervalu. Prvi integral pa je

- /2 2 13 o 1_
I-(/Wﬂcos (bd(b) (/0 T dr>—§-z—

(Povprecna vrednost cos® ¢ na [—7/2,7/2] je enaka 1/2.)

Krivulji C' dodamo daljico S med toc¢kama (0, 1) in (0,—1). Tako dobimo
sklenjeno, pozitivno orientirano krivuljo C' U S, ki omejuje obmocje D. Po
Greenovi formuli velja

/CUSF.ds:i)J‘((gggg)d:vdy:{)f(yf)dxdyzlz g

ol

Polje F pa je na daljici S enako 0, saj F(0,y) = [0,0]" zato je:

/ F-ds:/F-ds+/F~ds:/F-ds
cus c s c

torej [, F-ds = —7/8.

11



Kolokviji 2016/17
1. Kolokvij

1. kolokvij iz Matematike 2
7. december 2016

.V vektorskem prostoru polinomov stopnje najveé 4, Ry[z], opazujemo pod-

mnozici

P ={p € Rafz] : p(=1) = p(1) in p(0) = 0}
ter Q= {q € Ra[z]: ¢(1) € Z},

tj. v P so vsi polinomi p, za katere velja p(—1) = p(1) in p(0) =0, v Q
pa so vsi polinomi ¢, ki imajo pri x = 1 celostevilsko vrednost.

(a) Za vsako od podmnozic P in @ odlo¢i ali je podprostor v Ry[z] ali
ni. Natan¢no utemelji!

menzijo.

Resitev: (a) Zaénimo s P. Vzemimo polinoma p,q € P, tj. polinoma p in ¢, da
velja p(1) = p(—1), p(0) =0, ¢(1) = g(—1) in g(0) = 0. Ali je P zaprta za linearne
kombinacije? Preverimo; za «, 8 € R velja

(ap + Bg)(—1) = ap(—1) + Bq(—1) = ap(1) + Bq(1) = (ap + Bg)(1)

(ap + Bg)(0) = ap(0) + B¢(0) = a -0+ -0 =0,
tj. za polinom ap + Bq prav tako veljata obe lastnosti za polinome iz P. Mnozica
P je torej podprostor.

Podmnozica Q ni podprostor. Polinom ¢(z) = z je vsebovan v Q (saj ¢(1) = 1 € Z),
vendar 3¢ ni vsebovan v Q (saj 1¢(1) = 1 ¢ 7).

(b) Naj bo p(z) = az* 4 ba® + ca® + dx + e predpis za polinom iz R4[x]. Da bo ta
polinom vsebovan v P, mora veljati p(—1) = p(1) in p(0) = 0. Dobimo enacbi

a—b+c—d+e=a+b+c+d+e

ine=0.

To pa pomeni e =0, d = —b, a, b in ¢ pa so lahko poljubna realna stevila. Polinomi
p € P imajo torej predpis oblike

p(z) = az® + bx® + ca® — ba

za poljubne a,b,¢ € R. Od tod sledi, da je baza za P kar Bp = {z*,2® — , 2}
dim P = 3.

2. Naj bo a = [1,1]T. Preslikava ¢: R?> — R?*2 je dana s predpisom

p(x) =xa’ =x[1,1].

(a) Utemelji, da je ¢ linearna preslikava.

12



(b) Pois¢i matriko, ki pripada ¢ v standardnih bazah prostorov R? in
RQXQ.

(¢) Dolo¢i dim(ker ¢) in dim(img).
(d) Poisci bazo za img.
Resitev: (a) Preverimo, da ¢ ohranja linearne kombinacije. Velja
¢(ax + By) = (ax + fy)a’ = axa’ +fya’ = ad(x) + ag(y)
za vse X,y € R? in vse o, 8 € R, ¢ je linearna.

(b) Poracunajmo, v kaj ¢ preslika vektorje standardne baze R?.

o()- [ -uen
() R A

Matrika, ki pripada ¢ je torej

Ay =

SO = =
—= -0 O

(c) Matrika Ay ima rang 2, torej dim(im¢) = dim(C(Ay)) = 2. Za jedro potem
velja dim(ker ¢) = dim(R?) — dim(im¢) =2 — 2 = 0.
(d) Zagotovo sta v im¢ matriki [§{] in [99]. Ker sta linearno neodvisni in je

dim(im¢) = 2, je baza za im¢ kar Bime = {[$ &1,[9 91}

. Linearna preslikava ¢: R* — R? poljuben vektor v € R? najprej zrcali
preko ravnine x — z = 0, nato pa Se preko ravnine z = 0.
(a) Utemelji, da je ¢ izometrija.

(b) Poisci lastne vrednosti izometrije v ter tiste lastne vektorje v, ki
pripadajo realnim lastnim vrednostim.

(c) Katera izometrija je 97

Resitev: (a) Ker je 1 kompozitum dveh zrcaljenj (ki sta izometriji), je tudi ¥
izometrija.

(b) Narisemo skico in vidimo, da 1 slika vektorje standardne baze R? tako:

Matrika, ki pripada ¢ v standardni bazi R? je torej

0 0 1
Ay=1]0 1 0
-1 0 0

Karakteristicni polinom te matrike je det(Ay — AI) = (1 — A)(1 4+ A?). Lastne
vrednosti so A\;1 = 1, A2 = —i in A3 = 4. Pri edini realni lastni vrednosti \1 = 1 je
lastni vektor kar j (od prej vemo ¥ (j) = j).

(c) ¥ je zasuk z osjo j za kot /2. (Kot med vektorjema k in ¢(k) = i—pomembno
je, da vzamemo vektor pravokoten na os vrtenja. Lahko pa kot dolo¢imo iz polarnega

zapisa A3 = i = €' ™/2. Pri obeh nacinih smo povréni in zanemarjamo orientacijo.)

13



4. Funkcija f je vsota potencne vrste

- 2k I
Pt 3k
(a) Na katerem intervalu v R ta vrsta konvergira? Posebej preveri, kako
je s konvergenco v robnih tockah.

(b) Odvajaj zgornjo vrsto in eksplicitno izrazi f’(x).

(¢) S pomocjo (b) poisci predpis za f(x).
(o)

(d) Izracunaj vsoto vrste Z

3k L
k:13 k

- . o T 3k .
Resitev: (a) Iz kvocientnega kriterija za vrsto s cleni ay = 5 dobimo

lim |k | |2
k—oo |3(k4+1)|

3

Ap+1
ag

= i
1= 5%

)

neenacbo q < 1 oziroma |z3/3| < 1 resijo vsi z € (—/3,V/3). V robni tocki

x = — /3 dobimo vrsto
> C

k=1

ki konvergira po Leibnizovem kriteriju. V robni tocki 2 = /3 pa dobimo harmoniéno

vrsto
oo
25
k=1

ki divergira. Obmocje konvergence je torej [— /3, V/3).

\ =

(b) Vrsto za f odvajamo po ¢lenih in seStejemo dobljeno geometrijsko vrsto:

Lo N8k %t 3 (@) 3 43 a2

(c) Integriramo f'(z)

_ ’ _ 3z’ _ 3

kjer zadnji integral uzenemo z uvedbo nove spremenljivke t = 3 — 3. Da dolo¢imo
C', vstavimo = = 0:
—log3+ C,

kar pomeni, da je C' = log3. Vsota vrste za f je tako
3k
o x o 3y _ 3
= g:l Fry log 3 —log(3 — z”) = log <m> .

(d) Vsota te vrste je ravno f(1). Imamo

L Cloe (3
3or 7 s\2)"

Mz

14



2.2 2. Kolokvij

2. kolokvij iz Matematike 2
18. januar 2017

1. Funkcija dveh spremenljivk f ima predpis
fla,y) = 2® +2° +y* + day.
(a) Pois¢i enafbo tangentne ravnine na graf f skozi tocko A(1,—1,—1).
(b) Poisci stacionarne tocke funkcije f.
(c¢) V katerih stacionarnih tockah ima f lokalni ekstrem? Katerega tipa?

Resitev: (a) Graf funkcije f ima enacbo z = f(x,y) oziroma x4+ 2% 4y +4xy —
z = 0. Graf f gledamo kot nivojno ploskev funkcije treh spremenljivk g(z,y,2) =
f(z,y) — z. Gradient g kaze v smeri, ki je na to nivojno ploskev pravokotna. Ker je

Ga 3z? 4 2z + 4y
gradg = |gy| = 2y + 4 )
9= -1

lahko za normalni vektor tangentne ravnine vzamemo n = (grad g)(1,—1,—1) =
[1,2,—1]". Enacba tangentne ravnine skozi A je torej & + 2y — z = 0.
(b) Stacionarne tocke so resitve sistema

folz,y) =32 + 22+ 4y =0,
fu(z,y) =2y + 42 =0.

Iz druge enacbe dobimo y = —2x in, ko to vstavimo v prvo enaébo, dobimo 3e
xz1 = 0 in xz = 2. Stacionarni to¢ki sta torej 71(0,0) in T>(2, —4).
(c) Poskusimo tip stacionarne tocke dolociti s pomo&jo Hessejeve matrike f:

N fee fey| _ |[6+2 4
Hf‘{fw f.«,y}‘[ 4 2]'

V Ty dobimo Hy(0,0) = [24], torej T1(0,0) ni ekstrem, saj sta lastni vrednosti
H{(0,0) razlino predznaceni. V T, dobimo H(2,—4) = [} 4], torej je T2(2, —4)
lokalni minimum, saj sta lastni vrednosti H (2, —4) strogo pozitivni.

2. Znotraj elipsoida z enac¢bo

1.2 y2 2,2

2tptae=!

zelimo sestaviti zi¢no ogrodje kvadra, katerega robovi so vzporedni koordi-
natnim osem. Za kateri vértan kvader bomo porabili najvec zice? Koliksna
bo najvecja dolzina Zice, ki jo bomo porabili?

(Ce ne gre v splosnem, resi nalogo za elipsoid s polosmi a = 2, b = 3,
c=6.)

Resitev: Ogliséa tega kvadra bodo v tockah s koordinatami (+z, +y, +2). Dol-
Zine stranic tega kvadra so torej 2z, 2y in 2z, da sestavimo ogrodje torej potrebujemo

f(z,y,2) =8(z +y +2)
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enot zice. Nasa vez je

2 2 2
oz y z
g(xyy»z)*§+b7+cj

Pripadajoca Lagrangeova funkcija je torej

—1=0.

:rQ y2 2
L(W/’W):8($+y+Z)—A<§+§+——1),

njene stacionarne tocke pa so resitve sistema

LxZS—WZO,
2y
Ly:8—b—2—07
2
Lz=8—¥ 0,
C
2 2 2
_ r Y o _
L <a2+b7+ 5 1)—0.

Iz prvih treh enacb sledi, da resitve, pri katerih bi bil katerikoli z, y, z ali X enak 0,
niso dopustne. Zapisimo

x _4a y _4b

a XN b A
Ko to vstavimo v enacbo vezi, dobimo
2 2 2
a b c
16 (ﬁ v ﬁ) =1
oziroma
A =16(a® +b° + ¢2).
Torej A = +4+v/a? + b2 + ¢2, od koder sledi
a? b2 &2

_—  y=4—  in 2=t

(Vse mozne kombinacije £.) Najveé zice bomo torej porabili za kvader z dolzinami
stranic
2a* 2b* , 2¢
b) m bl
Va2 +b02 4+ Va2 + b2+ Va2 £ b2 4 2
za ta kvader bomo porabili

8(a® 4+ b* + ?)
— 2 = 8+y/a? + b2 + 2
Vairre oV

enot Zice.

. Naj bo D C R? omejeno obmoéje nad ravnino z = 0, ki ga dobimo, &e valj
22 4+ y? = 1 odrezemo s sfero z2 + 32 + 22 = 2.

(a) Izrac¢unaj prostornino telesa, ki ga dolo¢a obmo¢je D, tj. prostornino
telesa med krogom z2 + y? < 1 v xy-ravnini in grafom funkcije z =
(b) Izracunaj $e maso telesa, ki ga doloca D, ¢e je gostota v tocki (z,y, z)
enaka
p(x,y,z) =142 + 4.
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Namig: Nalogo se da reiti z dvojnim integralom. Lahko pa zapisSes tudi
ustrezen trojni integral v valjnih koordinatah F(r,p,z) = [x,y, 2]7, ki so
dane z

T =T oS p,
Yy =rsinp,
z=z.
Determinanta Jacobijeve matrike teh koordinat je enaka det(Jgp) = r.
(Tega ni treba preverjati.)
Resitev: (a) Prostornina med xy-ravnino in grafom funkcije z = /2 — 22 — y? je

dvojni integral

ff V2 — 22?2 — y2dzdy,
D

kjer je D krog z neenacbo z? + y? < 1. Najlazje ga bomo izracunali v polarnih
koordinatah:

o 1 1
IJ‘\/Qfxznydxdy:/ dcp/ \/2*7‘2‘T’d7“:271'/ ry/2 —r2dr
g 0 0 0

1 2
2
:—w/ \/Zdtzw/ 2 gt = 214302
) 1 3

2 2
1 ?(2\/5_1)’

kjer smo v drugi vrstici uvedli novo spremeljivko t = 2 — 2.
(b) lzra€unajmo pripadajo¢ trojni integral v cilindri¢nih koordinatah. Gostota je
enaka p(rcosp,rsin g, z) = 1 + r2. Masa je torej

2m 1 V2-r2 1
m:/ dap/ dr/ (1+r2)rdz:27r/ r(1+7r*)V2 —r2dr
0 0 0 0

:_w/1(3—t)\/idt:7r/2 (3t1/2—t3/2)dt:4?7r(3\[—2),

kjer smo v drugi vrstici spet uvedli novo spremeljivko t = 2 — 72,
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2.3 1. Popravni kolokvij

Popravni kolokvij iz Matematike 2
1. februar 2017

1. Naj bo A € R?*2? matrika
1 -1
-l
¢: R?X2 5 R2X2 pa preslikava s predpisom

H(X)=AX — XTA.

(a) Prepricaj se, da je ¢ linearna preslikava.

(b) Doloéi dim(ker ¢) in dim(im¢). Poisci Se bazo za imeg.
(c) Ali je A = 1 lastna vrednost za ¢? Ce je, poisci pripadajo¢ lastni
vektor.

Resitev: (a) Preveriti moramo, da ¢ ohranja linearne kombinacije matrik. Velja

p(aX +BY) = A(aX 4+ BY) — (aX + BY)TA = aAX + BAY —aXTA—-BY A
= a(AX — XTA) + B(AY —YTA) = ap(X) + Bo(Y)

za poljubni matriki X, Y € R?*? in skalarja o, 8 € R, ¢ je torej linearna.
(b) Pisimo X = [2}b]. Tedaj je

_ T, (1 =1 |a b a c| |l -1 —2c a+b—d
¢(X)_AX*XA_L oHc d}*{b d} [1 O]_{a—b—d 26 |-
V ker ¢ so vse matrike X, za katere je ¢(X) = 0 oziroma

—2c a+b—-d| |0 O
a—b—d 2b |0 0]

Dobimo b =0, ¢ =0, d = a, a je pa lahko poljuben. Sledi

za X € ker ¢, kar pomeni dim(ker ¢) = 1. Iz dimenzijske enacbe sedaj dobimo
dim(im¢) = dim(R**?) — dim(ker¢) =4 — 1 = 3.

Bazo za im¢ lahko dobimo tako, da v ¢([24]) = [, 2%, “sy @] vstavimo take
skalarje a, b, ¢, d, da dobimo 3 linearno neodvisne matrike. Ena mozna baza je

s _J[0 17 [0 1] [-2 0
mé =11 o|l'|-1 2|'|0o o[-
(c) Poskusimo poiskati nenicelne resitve enacbe ¢(X) = X. Spet zapisemo X =

[2¢%] in dobimo
—2c a+b—d| |a b
a—b—d 2b e d|°
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Ta sistem pa ima resitve oblike

X= [—3/2 dc/zz] ’

kjer je d € R poljuben. Stevilo A = 1 je torej res lastna vrednost ¢, pripadajo¢
lastni vektor (matrika) pa je

2. Funkcija g je vsota potencne vrste

oo

g(@) =3 @2+ 1)a™

n=0
(a) Dolo¢i definicijsko obmodje funkcije g, tj. obmodje konvergence te
vrste.
(b) Poiséi (katerikoli) nedoloceni integral funkcije g.
(¢) S pomocjo (b) izrazi g eksplicitno.

oo 2n+1
n=0 37

(d) Izracunaj vsoto vrste »
Resitev: (a) Uporabimo kvocientni kriterij:

(2n + 3)x?" T2 2

(2n + 1)z2n

lim ‘ =

n—r00

Ker je > < 1 za = € (—1,1), je vrsta za g absolutno konvergenta za = € (—1,1).
Preverimo 3e, kako je s konvergenco v robnih tockah: Za x = +1 dobimo

o0 oo
Z2n+1 Z2n+

ta vrsta pa ne konvergira, saj 2n + 1 /4 0. Definicijsko obmogje g je torej interval
(—1,1). (b) Direktno izra€unamo:

(Za zadnji enacaj smo uporabili formulo za vsoto geometrijske vrste.)
(¢) Funkcijo iz (b) odvajamo:

(@) = T ! 1+ z?
I =\1— T (1 —x2)?
(d) Ce v potenéno vrsto iz (a) vstavimo = = 1/+/3 dobimo vrsto iz (d). Torej:

>

g(1/V3) = 3.

3. Pois¢i najmanjSo in najvecjo vrednost funkcije

fla,y,2) =2 +2y° — 22
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na krogli z neenac¢bo
x2—|—y2+z2 < 2z.

Resitev: Poiskati moramo kandidate za ekstreme v notranjosti in za ekstreme na
robu. V notranjosti ekstremov ni, saj je grad f = [2x, 4y, —2]" vedno razlicen od
[0,0,0]".

Kandidate za ekstreme na robu bomo poiskali z Lagrangeovo metodo. Lagrangeeva
funkcija je
Lz,y,2,A) =2 + 2% — 22 — A(a® + 3y + 2> — 22).
Njene stacionarne tocke so resitve sistema grad L = 0 oziroma
2x — 2 x = 0,
4y — 22y =0,
—2—=-2Xz+2X=0,
—(@+y* 4+ 27— 22) =0.

Z nekaj truda poiscemo vse 4 kandidate za vezane ekstreme f ...ti so:

T(x,y,2) | flx,y,2)
7(0,0,0) 0
7(0,0,2) 4

T(0,—+/3/2,1/2) 1/2
T(0,v3/2,1/2) 1/2

Najvecja vrednost f na krogli je torej 1/2, najmanjsa pa —4.
. Vektorsko polje F ima predpis F(z,y) = (22y, 2y? + 3°).

(a) Izracunaj krivuljni integral [, F - ds, kjer je K krozni lok s parame-
trizacijo p(t) = [cost,sint]T za t € [0, 7].

(b) Izracunaj dvakratni integral

1 Via®
/ dx/ (x? —?) dy.
—1 0

Resitev: (a) Integral izracunamo direktno:
™ T 2 . .
. cos” tsint —sint
/K F-ds = /0 F(p(t)) - p(t) dt = /0 L:ostsin2 t 4 sin® t] ' [ cost } dt

T 0
:/ sin3tcostdt:/ wddu=0.
0 0

(V drugi vrstici smo uvedli novo spremenljivko u = sint.)

(b) Integrala se lahko lotimo na vec naéinov. Lahko bi uvedli polarne koordinate. Tu
si bomo pomagali z Greenovo formulo in (a) delom naloge. Obmogje za integracijo
D je polkrog doloéen z neenac¢bama z? + y? < 1 in y > 0. Rob tega polkroga je
sestavljen iz polkroznega loka K (iz (a) dela) in daljice L od to¢ke (—1,0) do tocke
(1,0). Po Greenovi formuli je

/KF.ds—i—/LF.ds:ij(g];—gcj)dxdyszf(f—yQ)dxdy.
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Krivuljni integral [} F-ds je lahek. Parametrizacija za daljico L je lahko kar r(t) =
[t,0]" za t € [-1,1] in dobimo

/LF‘ds:/_11F<r<t)>‘f<t>dt:/_11 [g] : H dt =0,
/jldf”/o 112(332—yQ)dyI/KF-ds-s-/LF.dS:o_H):OA

Sledi
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2.4 2. Popravni kolokvij

Popravni kolokvij iz Matematike 2
16. februar 2017

1. Naj linearna preslikava ¢: Rz[x] — Rs[z] slika polinom p(z) v (z+1)p'(z),
tj.
¢(p)(x) = (x + 1)p'(x).
(a) Pois¢i matriko, ki pripada ¢ v standardni bazi prostora Rs[z].

(b) Kateri od polinomov
pi(z) =2+ 2%, po(z) =2 in p3(z) = 2> + 222 + 2

so vsebovani v im¢, sliki preslikave ¢? Utemelji!
(c) Ali je g(z) = (2 + 1)? lastni polinom preslikave ¢? Kateri lastni
vrednosti pripada?

Resitev: (a) Poratunamo, kam ¢ slika standardne bazne polinome 1, z, 22 in z%:

6(1) = (@+1)-0=0,
b@)= (@ +1) 1=w+1,
() = (z +1) - 2z = 22° + 2z,
() = (x +1) - 32° = 32° + 32°.
Matrika, ki pripada ¢ je torej
0 1 0 O
01 2 0
Ao=19 0 2 3
0 0 0 3

(b) V bazi {1,z, 2% 2*} polinome p1, p2 in p3 predstavimo s stolpci

Vo = in vz =

== O O
N = O

0
1
0
0

V stolp&nem prostoru C'(A,) matrike A, sta vsebovana vy in vs, va pa ne. (Zakaj?)
Sledi p1,p3 € im¢ ter p2 & ime.

(c) Preverimo: ¢(g)(z) = (z+1)-3(z +1)® = 3(z + 1)® = 3¢(z). To pomeni, da
je ¢ lastni polinom ¢ za lastno vrednost 3.

2. Funkcija g je dana s predpisom
g(x) = zlog(1 + 2?).

(a) Poisci splosni ¢len Taylorjeve vrste funkcije g okrog xo = 0.
(b) Dolo¢ obmodje konvergence dobljene Taylorjeve vrste.

(c) Izracunaj g(2°'7)(0).
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Resitev: (a) Mogoce se na pamet ne spomnimo Taylorjeve vrste za log(1 + t)
zato najprej odvajamo log(1 4 z?):

2\\/ _ _ _ n_2n __ n_2n+1
(log(1+a%)) = Tr a2 = 2m-m = 22?7;0(—1) = 7;)2(_1) z :
Sledi

[eS) l‘2n+2 e 2n+2
log(1 C= 2(— = —
og(1+a) + 0= 2 U >_(-1) n+1

n=0 n=0
Ce v to vstavimo x = 0, ugotovimo C' = 0. Torej log(1 +2%) = 320 (—1)" zj:;f
in zato
oo L2 +3
g(z) = zlog(1 Z
n=0
(b) Uporabimo kvocientni kriterij:
. (=)™ (n + 1) > 2 . n+1 2
lim =z° lim =z .
n—00 (—1)"(71 + 2).@2”+3 n—oo M + 2

Ker je 2 < 1 za ¢ € (—1,1), je ta Taylorjeva vrsta absolutno konvergenta za
x € (—1,1). Preverimo 3e, kako je s konvergenco v robnih tockah: Za z =1
dobimo

1
DD
— n+1
ki konvergira po Leibnizovem kriteriju. Za z = —1 dobimo
o0 n( 1)2n+5 0
-1
S Syt

ki prav tako konvergira po Leibnizovem kriteriju. Obmocje konvergence je torej
zaprt interval [—1, 1].
(c) Pois€imo indeks n zgornje Taylorjeve vrste za g, pri katerem nastopa g<2017)(0),
t).
g(2017)(0) 2017
2017!
Ker je 2n + 3 = 2017 za n = 1007, sledi

2017!
(2017) oy _
g (0) = =507

. Poi&¢i in klasificiraj stacionarne tocke funkcije f s predpisom
ey, 2) =ayz—z—y— =z

Ali je katera od stacionarnih toc¢k lokalni minimum oziroma maksimum?
Resitev: Stacionarne tocke so resitve sistema

of _
or ~vET1=0
of _ _
—ayfa:z—lfo,
of _
—az—xy 1=0.
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I5¢emo torej realna Stevila x, y in 2, daje zy = 1, zz = 1 in yz = 1. Jasno je,
da nobeno od teh stevil ni enako 0. Ce odstejemo po dve zaporedni enacbi dobimo
2y —2) =0in 2(z —y) = 0. Ker z,2 # 0, sledi x = y = 2. Enacba z® = 1 pa
ima resitvi x = —1 in x = 1. Dobimo torej dve stacionarni tocki 71 (—1,—1,—1) in
To(1,1,1).

Obnasanje v stacionarnih tockah bo odvisno od Hessejeve matrike f v teh tockah.
Hessejeva matrika f je

Hy =

< n O
8 O W

Yy
T
0
V Ti in Ty dobimo

0 -1 -1 0
Hi(—1,-1,-1)= |-1 0 —1| in Hf(1,1,1) = |1
-1 -1 0 1

— O

1
1
0
Lastne vrednosti prve matrike so —2, 1, 1, lastne vrednosti druge pa —1, —1,2. Obe
stacionarni tocki sta sedlasti tocki in nobena ni lokalni ekstrem.

. Naj bo D omejeno homogeno telo v R3, ki ga iz polkrogle dane z

2P 422=2,2>0

izreze valj dan z
Pyt <1

Izra¢unaj koordinate masnega srediséa tega telesa. (Homogenost pomeni,
da je gostota konstantna.)

Resitev: Privzamemo lahko kar p(z,y, z) = 1. V valjnih koordinatah bomo maso
(prostornino) tega telesa izrazili kot

27 1 \2—r2
m = I[[ p(z,y, z) dedydz = de [ dr rdz
5 0 0 0

1
:27r/ rv2—r2dr= 2%(2\/5—1).
0

Koordinate masnega sredis¢a dobimo iz formul

z* % f[f)f zp(z,y, 2) drdydz

y = % Hf yp(x,y, z) dedydz
D

2" = % fgf zp(z,y, 2) dedydz .

Ker je telo (homogeno in) simetri¢no okrog z-osi, je * = y* = 0. Poracunamo 3e

. 1 27 1 V2-r2 2t 1 1 9

z :—/ dnp/ dr/ zrdz:—/ ~(2—=7r)rdr=
m Jo 0 0 m Jo 2
3m 9

Tam o 82v2-1)
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Kolokviji 2017/18
1. Kolokvij

1. kolokvij iz Matematike 2
7. december 2016

.V vektorskem prostoru polinomov stopnje najveé 4, Ry[z], opazujemo pod-

mnozici

P ={p € Rafz] : p(=1) = p(1) in p(0) = 0}
ter Q= {q € Ra[z]: ¢(1) € Z},

tj. v P so vsi polinomi p, za katere velja p(—1) = p(1) in p(0) =0, v Q
pa so vsi polinomi ¢, ki imajo pri x = 1 celostevilsko vrednost.

(a) Za vsako od podmnozic P in @ odlo¢i ali je podprostor v Ry[z] ali
ni. Natan¢no utemelji!

menzijo.

Resitev: (a) Zaénimo s P. Vzemimo polinoma p,q € P, tj. polinoma p in ¢, da
velja p(1) = p(—1), p(0) =0, ¢(1) = g(—1) in g(0) = 0. Ali je P zaprta za linearne
kombinacije? Preverimo; za «, 8 € R velja

(ap + Bg)(—1) = ap(—1) + Bq(—1) = ap(1) + Bq(1) = (ap + Bg)(1)

(ap + Bg)(0) = ap(0) + B¢(0) = a -0+ -0 =0,
tj. za polinom ap + Bq prav tako veljata obe lastnosti za polinome iz P. Mnozica
P je torej podprostor.

Podmnozica Q ni podprostor. Polinom ¢(z) = z je vsebovan v Q (saj ¢(1) = 1 € Z),
vendar 3¢ ni vsebovan v Q (saj 1¢(1) = 1 ¢ 7).

(b) Naj bo p(z) = az* 4 ba® + ca® + dx + e predpis za polinom iz R4[x]. Da bo ta
polinom vsebovan v P, mora veljati p(—1) = p(1) in p(0) = 0. Dobimo enacbi

a—b+c—d+e=a+b+c+d+e

ine=0.

To pa pomeni e =0, d = —b, a, b in ¢ pa so lahko poljubna realna stevila. Polinomi
p € P imajo torej predpis oblike

p(z) = az® + bx® + ca® — ba

za poljubne a,b,¢ € R. Od tod sledi, da je baza za P kar Bp = {z*,2® — , 2}
dim P = 3.

2. Naj bo a = [1,1]T. Preslikava ¢: R?> — R?*2 je dana s predpisom

p(x) =xa’ =x[1,1].

(a) Utemelji, da je ¢ linearna preslikava.
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(b) Pois¢i matriko, ki pripada ¢ v standardnih bazah prostorov R? in
RQXQ.

(¢) Dolo¢i dim(ker ¢) in dim(img).
(d) Poisci bazo za img.
Resitev: (a) Preverimo, da ¢ ohranja linearne kombinacije. Velja
¢(ax + By) = (ax + fy)a’ = axa’ +fya’ = ad(x) + ag(y)
za vse X,y € R? in vse o, 8 € R, ¢ je linearna.

(b) Poracunajmo, v kaj ¢ preslika vektorje standardne baze R?.

o()- [ -uen
() R A

Matrika, ki pripada ¢ je torej

Ay =

SO = =
—= -0 O

(c) Matrika Ay ima rang 2, torej dim(im¢) = dim(C(Ay)) = 2. Za jedro potem
velja dim(ker ¢) = dim(R?) — dim(im¢) =2 — 2 = 0.
(d) Zagotovo sta v im¢ matriki [§{] in [99]. Ker sta linearno neodvisni in je

dim(im¢) = 2, je baza za im¢ kar Bime = {[$ &1,[9 91}

. Linearna preslikava ¢: R* — R? poljuben vektor v € R? najprej zrcali
preko ravnine x — z = 0, nato pa Se preko ravnine z = 0.
(a) Utemelji, da je ¢ izometrija.

(b) Poisci lastne vrednosti izometrije v ter tiste lastne vektorje v, ki
pripadajo realnim lastnim vrednostim.

(c) Katera izometrija je 97

Resitev: (a) Ker je ¢ kompozitum dveh zrcaljenj (ki sta izometriji), je tudi v
izometrija.

(b) Narisemo skico in vidimo, da 1 slika vektorje standardne baze R? tako:

Matrika, ki pripada ¢ v standardni bazi R? je torej

0 0 1
Ay=1]0 1 0
-1 0 0

Karakteristicni polinom te matrike je det(Ay — AI) = (1 — A)(1 4+ A?). Lastne
vrednosti so A\;1 = 1, A2 = —i in A3 = 4. Pri edini realni lastni vrednosti \1 = 1 je
lastni vektor kar j (od prej vemo ¥ (j) = j).

(c) ¥ je zasuk z osjo j za kot /2. (Kot med vektorjema k in ¢(k) = i—pomembno
je, da vzamemo vektor pravokoten na os vrtenja. Lahko pa kot dolo¢imo iz polarnega

zapisa A3 = i = €' ™/2. Pri obeh nacinih smo povréni in zanemarjamo orientacijo.)
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4. Funkcija f je vsota potencne vrste

- 2k I
Pt 3k
(a) Na katerem intervalu v R ta vrsta konvergira? Posebej preveri, kako
je s konvergenco v robnih tockah.

(b) Odvajaj zgornjo vrsto in eksplicitno izrazi f’(x).

(¢) S pomocjo (b) poisci predpis za f(x).
(o)

(d) Izracunaj vsoto vrste Z

3k L
k:13 k

. . N - 3k .
Resitev: (a) Iz kvocientnega kriterija za vrsto s ¢leni a, = Jr dobimo

lim |k | |2
k—oo |3(k4+1)|

3

Ap+1
ag

= i
1= 5%

)

neenacbo q < 1 oziroma |z3/3| < 1 resijo vsi z € (—/3,V/3). V robni tocki

x = — /3 dobimo vrsto
> C

k=1

ki konvergira po Leibnizovem kriteriju. V robni tocki 2 = /3 pa dobimo harmoniéno

vrsto
oo
25
k=1

ki divergira. Obmocje konvergence je torej [— /3, V/3).

\ =

(b) Vrsto za f odvajamo po ¢lenih in seStejemo dobljeno geometrijsko vrsto:

Lo N8k %t 3 (@) 3 43 a2

(c) Integriramo f'(z)

_ ’ _ 3z’ _ 3

kjer zadnji integral uzenemo z uvedbo nove spremenljivke t = 3 — 3. Da dolo¢imo
C', vstavimo = = 0:
—log3+ C,

kar pomeni, da je C' = log3. Vsota vrste za f je tako
3k
o x o 3y _ 3
= g:l Fry log 3 —log(3 — z”) = log <m> .

(d) Vsota te vrste je ravno f(1). Imamo

L Cloe (3
3or 7 s\2)"

Mz
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3.2 2. Kolokvij

2. kolokvij iz Matematike 2
30. november 2017

1. Dana je baza B = {a, b, c} vektorskega prostora R?, kjer so
a=1[1,0,0", b=[1,1,0]" , ¢=11,1,1]".
Linearna preslikava ¢: R? — R3 slika te vektorje tako:
pla)=a—b, ¢(b)=2a—b, ¢(c) =2a—2b+ec.

(a) Poig¢i matriko, ki pripada ¢ v bazi B.

(b) Pois¢i matriko, ki pripada ¢ v standardni bazi prostora R®. Utemelji,
da je ¢ linearna izometrija.

(c) Poisci tiste lastne vektorje ¢, ki pripadajo realnim lastnim vredno-
stim, in klasificiraj izometrijo ¢.

Resitev: (a) Matrika, ki pripada ¢ glede na bazo B je

12 2
Ags=|—-1 -1 —2].
0o 0 1

(b) Kerjei=a, j=b—aink =c—Db, dobimo ¢(i) = —j, ¢(j) = #(b) —p(a) =
a =1in ¢(k) = ¢(c) — ¢(b) = —b + ¢ = k. Matrika, ki pripada ¢ glede na

standardno bazo je torej
0 1 0
Ay=|-1 0 of.
0 0 1

Ker je Ay ortogonalna in pripada ¢ glede na standarno (torej ortonormirano) bazo,
je ¢ linearna izometrija.
(c) Iz det(Ag — AI) = (A% + 1)(1 — )) sledi, da so lastne vrednosti ¢ A\; = 1 ter
A2,3 = £i. Pri edini realni lastni vrednosti (A1 = 1) dobimo lastni vektor k (saj
je ¢(k) = k). lzometrija ¢ je torej rotacija za kot +m/2 okrog z-osi. (Kot lahko
dobimo iz +i = e*™/2))

o0

E+1
2. Funkcija f je vsota potencne vrste f(z) = Z zik 2kt
k=0

(a) Dolo¢i obmocje konvergence zgornje vrste. Posebej preveri, kako je s
konvergenco v robnih tockah.

(b) Poisdi predpis za f(x). (Namig: Integriraj po €lenih in izrazi [ f(x) dz.
Nato odvajaj.)

kE+1

oo
(¢) Izra¢unaj vsoto Stevilske vrste Z PRI

k=0
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Resitev: (a) Obmogje absolutne konvergence da kvocientni kriterij

2 2
~ qi P2

k— o0 Q(k —+ 1) 2

A+1
ag

=
17 5%

Iz ¢ = 2°/2 < 1 sedaj sledi z € (—v/2,+/2). V robnih tockah x = ++/2 dobimo

vrsti

- k+1 2k+1
kZ:O o kzo —V2(k+1) in (podobno) Z\[k—f—l

Obe vrsti divergirata, saj ¢leni nimajo limite 0. Obmogje konvergence je torej odprt
interval (—v/2,v/2).

(b) Direktno integriramo posamezen Elen:

[ Ek+1 g2k _k+1 gt _ (@)
/akd:v / dx ok 2(k+1)+6’k— okT1 + Ch.

Konstante C, ignorirajmo (saj bomo funkcijo kasneje tako ali tako odvajali) in

dobimo _— , )
_oo ()Pt _xT/2 oz
/f(x)dx—z kT T 1_22/2  2— a2

Od tod dobimo

k+1 4-12 32
© 3t =10/ = 5 = T
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3.3 3. Kolokvij

3. kolokvij iz Matematike 2
21. december 2017

1. Funkcija dveh spremenljivk r ima predpis
r(z,y) = (e — y) cosz.

(a) Z uporabo Taylorjevega polinoma 1. reda funkcije r dolo¢i priblizno
vrednost izraza (e®! + 0.05) cos(0.1).

(b) AlijeT;(0,1) stacionarna/kriti¢na tocka funkcije r? Kaj pa Ty(7/2,e™/?)?
Za tisto tocko, ki je stacionarna, dolo¢i njen tip!

Resitev: (a) Poiskati zelimo priblizno vrednost izraza (0.1, —0.05). Odvoda r

sta

o _ e*cosz — (e —y)sinzx

8$ - Y )

or_ _ cos T

dy '
Torej:

. or or

r(0.1,-0.05) = r(0,0)+ 7-(0, 0)- 0.1+ 570, 0)- (<0.05) = 1+0.140.05 = L.15.
(b) Ker je 3—2(0,1) = —cos0 = —1 # 0, T1(0,1) ni stacionarna tocka. Po drugi
strani pa je %(77/2,6”/2) = g—z(w/Q,e”/z) =0, torej je tocka Ta(7/2,e™?) staci-

onarna.

Za tip T> bomo potrebovali Hessejevo matriko 7:

H — |:—261 sinx +ycosx sin 1:]

sinx 0

Le-ta je v tocki T5 enaka

_ o, m/2
H,(7/2,e7/?) — { Qj (1)}
Ker je det(H,(m/2,e™?)) = —1 < 0, sta lastni vrednosti Hessejeve matrike v

stacionarni tocki razlicno predznaceni in T je sedlo.
2. Poisci tiste tocke na elipsi z enacbo
x? 4 2zy + 2y = 6,

ki so najbolj oddaljene od y-osi.
Namig: Za funkcijo vzemi kvadrat oddaljenosti od y-osi.

Resitev: Kvadrat oddaljenosti od y-osi predstavlja funkcija f(z,y) = 22. Vez
lahko zapisemo v obliki 2% 4+ 2z + 2y* — 6 = 0, kjer levo stran te enacbe oznacimo
z g(z,y). Pripadajoca Lagrangeova funkcija je

L(z,y,\) = f(z,y) — Ag(z,y) = 2 — A(z® + 2zy + 2" — 6).
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Pois¢imo stacionarne tocke L!

oL

oL

oL _ o 2

E (z° +2zy + 2y~ — 6) =0. (3)

Iz enaébe (2) sledi A = 0 ali z = —2y. V primeru A\ = 0 najprej iz enacbe (1) sledi
x = 0, nato pa iz enacbe (3) dobimo 2y® —6 = 0 ali y = £+/3. Prva dva kandidata
sta torej tocki T1,2(0,4v/3). V primeru z = —2y pa direktno iz enacbe (3) sledi
2y% —6 = 0 ali y = +/3. Tokrat je z = —2y = F2+/3 in imamo 3e dve stacionarni
tocki Ts,4(F2v/3,2+/3). Ti zadnji dve toki sta tudi tisti, ki sta najdlje od y-osi.
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3.4 4. Kolokvij

4. kolokvij iz Matematike 2
16. januar 2018

1. Izra¢unaj maso telesa nad xy-ravnino (z > 0), ki ga iz krogle z neenacbo
24y 422 <4
izreze stozec z neenacbo
224 y? < 22

e je funkcija gostote enaka p(x,y,z) =2 — /a2 + y? + 22.
Namig: Narisi skico. Racunaj v sfernih/krogelnih koordinatah.

Resitev: Del stozca z neenacbo 22 + y? < 22 nad zy-ravnino v krogelnih koor-

dinatah pokrijemo tako, da vzamemo 6 € [r/4,7/2] in ¢ € [0,27]. Da ostanemo
znotraj krogle 2% +y2 4 22 < 22, mora veljati 7 < 2. Funkcija gostote se v krogelnih
koordinatah izraza kot p(r,¢,0) = 2 — r. Upostevamo 3e det(JF) = r%cosf in
dobimo integral za maso

m = flf)fpdxdydz = /027r dqﬁ/ﬂzz d9/02(2 — )72 cos O dr
= (/027r dqﬁ) (/7;:2 cos@d@) (/02(27"2 — rg)dr)

:2n-(17§)§:4§(27\/§)-

2. Naj bo F ravninsko vektorsko polje s predpisom

Fz,y) = [x + Bxy} .

y — 3wy
Izra¢unaj krivuljni integral [ F -ds (pretok polja F skozi K), ce je:
(a) K daljica od tocke A(1,0) do totke B(—1,0),

(b) K lok kroznice z ena¢bo x? +y? = 1, ki lezi nad x-osjo, orientiran od
tocke A(1,0) do totke B(—1,0).

Resitev: (a) Ena od moznih parametrizacij za daljico od A do B je

p(t) = [0] zat € [—1,1].

Krivuljni integral F vzdolz daljice K je potem

/KF~ds:/le(p(t))~p(t)dt:/jl {_Ot} . {_01] dt:/itdt:o.

(b) Kroznico s polmerom 1 in sredis¢em v izhodus€u parametriziramo s

sint

p(t) = {Cost}
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Ker zelimo opisati le lok od A do B, vzamemo ¢ € [0, 7]. Dobimo

/KF.dS /OWF(p(t))~p(t)dt:/Oﬁ {Cost—l—Scostsint} . {—sint} &t

sint — 3costsint cost

-3 / (costsin® t + cos® tsint)dt
0

-3 (/ COStSin2tdt+/ cos2tsintdt)
0 0
2
-3 ({0+=) =-2
(0+3)

(Prvega od zadnjih dveh integralov lahko uzenemo s substitucijo u = sin ¢, drugega

pa s substitucijo u = cost.)
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3.5 1. Popravni kolokvij

Popravni kolokvij iz Matematike 2
1. februar 2018

1. Zapigimo p € Ry[z] kot p(z) = a + bz + cz?. Preslikavi n: R3*3 — Ry[x]
in 0: Ry[x] — R3*3 sta dani s predpisoma

1

n(X):[l 1 1]X x|, 0(p) =

2

b
b
T b

ISEENSTIRS]
o 00

(a) Preveri, da je n linearna preslikava. (Linearnosti § ni potrebno pre-
verjati.)

(b) Doloédi dim(ker n) in dim(imn) ter dim(ker #) in dim(im8).

(¢) Ali je 3 lastna vrednost 6 o n? Ali je 3 lastna vrednost 7 o 67

Resitev: (a) Preveriti moramo, da n ohranja linearne kombinacije. Oznacimo
a' =[1,1,1] in b" = [1,,2?]. Potem je n(X) = a' Xb in velja

n(aX + BY) =a'(aX + fY)b=aa' Xb+ fa'Yb = an(X) + Bn(Y)
za poljubni matriki X, Y € R¥*3 in skalarja o, 8 € R, 7 je torej linearna.
(b) Velja
n(En) =1, n(Ew) =z in n(Es) = 2",
kjer so E;; standardne bazne matrike R**3. Ker imn vsebuje bazo Ra[z], je imn =
Ra[x]. Torej dim(imn) = 3 in dim(kern) = dim(R**?) — dim(imn) = 9 — 3 = 6.

Pri 0 takoj vidimo, da je edina resitev enaébe 6(p) = 0 (z matriko 0 na desni) polinom
p = 0. Torej je dim(kerd) = 0 in zato dim(imf) = dim(Rz[z]) — dim(ker§) =

3—0=3.
(c) Odgovorimo najprej na drugo vprasanje. Ce pisemo p(x) = a+ bx 4 cz?, potem
je

(n00)(p) =n(0(a + bz + cz®) = 3a + 3bx + 3cz® = 3p,
torej je o § = 3idp, (5], ta pa ima (le) lastno vrednost 3.

Zvit odgovor na prvo vprasanje gre tako: Vemo, da za vsak p € Ra[x] veljan(0(p)) =
3p. Ce obe strani te enacbe vstavimo v 6, dobimo 6(n(6(p))) = 30(p) oziroma

(0 on)(0(p)) = 30(p).

Ker je 0 injektivna po (b), to pomeni, da je 8(p) lastna matrika 6 o n za lastno
vrednost 3. (Za p smo seveda izbrali neniceln polinom.)

Z direktnim racunom pa gre tako: Pisimo

Potem je

a+d+g bt+e+h c+f+i
@on)(X)=0n(X)) = |at+d+g b+e+h c+f+il.
a+d+g b+e+h c+f+i
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Posebej je

100 300 10 0
@om)[ |1 0 o] ]=1{3 0 o|=3[1 0 of,
1 0 0 300 1.0 0

kar spet pomeni, da je 3 lastna vrednost 6 o 7).

. Funkcija g ima predpis
gl@) = (1 —a?)e™™.

(a) Poisci splosni ¢len Taylorjeve vrste za g okrog o = 0.
(b) Dolo¢ obmocje konvergence dobljene Taylorjeve vrste.
(c) Izracunaj g(2°19)(0).

Resitev: (a) Iz Taylorjeve vrste za e”, e” = > > 2™ /n!, izpeljemo

oo n_2n oo n_2n n+ll_2(n+1)

2 (=1D)ma? S (—1)ka?F 1"z = (—1)"zn
:;( ;! +2&1&1)! :z_:( 1)1! +Z((n)—1)!

= /(-1 )"\ o > n
=1+ ((n!) +(1(17)1)!)x =14+ (-1)" —

n=1

Splosni ¢len za sode indekse 2n (razen tistega pri 2n = 0) je torej

nl4+n

azn = (-1) n!

)

koeficienti pri lihih potencah x pa so vsi enaki 0.
(b) Iz kvocientnega kriterija dobimo
az(n+1)x2(n+1)

q= lim
a2n$2n

n—oo

torej vrsta konvergira za vsa realna stevila z.
(c) Ker v razvoju iz (a) dela naloge lihe potence ne nastopajo, je g(*°*®(0) = 0.

. Pois¢i najmanjSo in najvecjo vrednost funkcije
Flay) =2—a? =y
na (polni) elipsi z neenacbo
v —ay+y? <1

Resitev: Poiskati moramo kandidate za ekstreme v notranjosti in za ekstreme na
robu. V notranjosti so kandidati za ekstreme stacionarne tocke funkcije f:

fz=—2x =0,
fy=-2y=0.

Ta sistem ima edino resitev 77 (0,0), ki je kandidat za ekstrem, saj ustreza neena-
kosti, ki doloca elipso.
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Ekstreme na robu poiséemo z Lagrangeovo metodo:
L(z,y,\) =2—2" —y* =A@ —ay + ¢ - 1).

Stacionarne tocke L so resitve sistema:

L, = -2z — A2z —y) =0, (4)

Ly=—-2y—AQ2y—=z) =0, (5)

Ly=—(2> —ay+y>—1)=0. (6)

|z (1) dobimo § = Y32 iz (2) pa 5 = %32, od koder sledi 2* = y* oziroma

y = %x. Ko to vstavimo v enacbo (3), dobimo &tiri stacionarne tocke: T» 3(41,41)

in Ty 5(£1/v/3,F1/V/3).
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Vrednosti funkcije f v tockah T, ..., Ts so:

T(z,y) | fz,y)
T1(0,0) 2
T2’3(:|:1,:|:1) 0

Tys(£1/v3,F1/v/3) | 4/3
Najvecja vrednost f na elipsi je torej 2, najmanjsa pa 0.
4. Vektorsko polje F ima predpis
_|P| _ | cos(z)—2zy
F(z,y) = [Q} - [Sin(y) +x—a?]"

(a) Izracunaj

{[(@z = P,)dady,
D

kjer je D obmo¢je dolo¢eno z 2 + y? <1 in z > 0.

(b) Izracunaj krivuljni integral [; F - ds, kjer je L daljica od A(0,1) do
B(0,-1).

(¢) Izra¢unaj krivuljni integral fK F - ds, kjer je K pozitivno orientiran
krozni lok doloden z 2% + y? = 1 in > 0. (Lahko uporabis (a) in

(b).)
Resitev: (a) Ker je Q, — P, = 1, je integral enak

™

[ (@ = P dedy = [[ dedy =,
D D

saj je obmo¢je D polovica kroga s polmerom 1, integral konstante 1 po obmog¢ju D
pa predstavlja ravno ploscino tega obmogja.
(b) Ena od moznih parametrizacij daljice L je p(t) = [0, —t]" za t € [-1,1]. Potem

/LF-ds: /_11F(p(t))«p(t) dt = /_11 [Sin(l_t)] : [_OJ dt = /_11 sin(f)dt = 0.

(c) Po Greenovi formuli in (a) delu naloge je

/KULF.ds:/KF~ds+/LF-ds:g(Qy—Pz)d:cdy:gd:pdy:g

in zato iz (b)
T
F.ds=_-.
fre=3
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3.6 2. Popravni kolokvij

Popravni kolokvij iz Matematike 2
16. februar 2018

1. Zapigimo p € Ry[z] kot p(z) = az? + bx + c. Preslikavi n: R3*3 — Ry[x]
in 0: Ry[x] — R3*3 sta dani s predpisoma

S Q

1
n(X):[x2 T 1]X 1, 6(p) =
1

o o
o o e

o

(a) Preveri, da je n linearna preslikava. (Linearnosti § ni potrebno pre-
verjati.)

(b) Doloédi dim(ker n) in dim(imn) ter dim(ker #) in dim(im8).

(¢) Ali je 3 lastna vrednost 8 o n? Ali je 3 lastna vrednost 7 o 67

Resitev: (a) Preveriti moramo, da n ohranja linearne kombinacije. Oznacimo
a' =[z%,z,1] in b" =[1,1,1]. Potem je n(X) = a' Xb in velja

naX +BY)=a"(aX +BY)b=ca' Xb+pa'Yb=an(X)+anY)
za poljubni matriki X, Y € R3*3 in skalarja o, 8 € R, 7 je torej linearna.
(b) Velja
n(En) =2*, n(En) =z in n(Exn)=1,
kjer so E;; standardne bazne matrike R**3. Ker imn vsebuje bazo Ra[z], je imn =
Rz[x]. Torej dim(imn) = 3 in dim(kern) = dim(R**?®) — dim(imn) = 9 — 3 = 6.

Pri 0 takoj vidimo, da je edina resitev enacbe 6(p) = 0 (z matriko 0 na desni) polinom
p = 0. Torej je dim(kerd) = 0 in zato dim(imf) = dim(Rz[z]) — dim(ker§) =

3—0=3.
(c) Odgovorimo najprej na drugo vprasanje. Ce pisemo p(x) = az? + bz + ¢, potem
je

(no0)(p) =n(0(az® + bz + ¢)) = 3az> + 3bx + 3¢ = 3p,
torej je 7o § = 3idp, (5], ta pa ima (le) lastno vrednost 3.
Zvit odgovor na prvo vprasanje gre tako: Vemo, da za vsak p € Ra[x] veljan(0(p)) =
3p. Ce obe strani te enacbe vstavimo v 6, dobimo 6(n(6(p))) = 30(p) oziroma

(0 on)(0(p)) = 30(p).

Ker je 6 injektivna po (b), to pomeni, da je 8(p) lastna matrika 6 o n za lastno
vrednost 3. (Za p smo seveda izbrali neniceln polinom.)

Z direktnim racunom pa gre tako: Pisimo

|

a+b+c a+b+c a+b+c
@on)(X)=0n(X)) = |d+e+f d+et+f d+e+f]|.
g+h+i g+h+i g+h+i

S0
—

Q@ Qe
> o o

Potem je
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Posebej je

11 1 3 3 3 1
@om)[lo 0 o] ]=1]0o 0o o] =30
000 000 0

S O =
O O =

kar spet pomeni, da je 3 lastna vrednost 6 o 7.
2. Funkcija g ima predpis
glz) = (1+2%)e™".

(a) Pois¢i splosni ¢len Taylorjeve vrste za g okrog xg = 0.
(b) Dolodi obmocje konvergence dobljene Taylorjeve vrste.

(c) Izracunaj g2°'%)(0).

Resitev: (a) Iz Taylorjeve vrste za e, e® = > 2" /n!, izpeljemo

o 2 _ 9 0 (71)nx2n _ o (*1)77':62“ 0 (71)”{52(”_‘—1)
(1+z%)e 7(1—|—x)z . 72 o +Z m
n=0 n=0 n=0
B e (_1)nx2n el (_1)k71x2k 7 e (_1)nm2n B e (—1)”!132"
=Xt G T P P
n=0 k=1 n=0 n=1

oo oo
(71)’” (71)’” 2n n 1—n 2n
=1 - =1 —1 .
w3 (G ) = = e
Splosni €len za sode indekse 2n (razen tistega pri 2n = 0) je torej

1—n

asm = (-1 ",

koeficienti pri lihih potencah x pa so vsi enaki 0.
(b) 1z kvocientnega kriterija dobimo

2(n+1
. a2(n+1)T (nt1)
q= lim ——| = =0,
n—oo A2n, L™
torej vrsta konvergira za vsa realna stevila x.
. . 2018 o1 92018 ) _ _ 1009 1-1009 _
(fo)og’rl potenci x2018 nastopa ¢len W = a2018 = a2.1009 = (—1) ooer =
11 — |.
Tooo1- Torej je g==(0) = 2018! - 755

3. Pois¢ najmanjSo in najvecjo vrednost funkcije
flay) =2 +y* =2
na (polni) elipsi z neena¢bo
2 tay+y? <1

Resitev: Poiskati moramo kandidate za ekstreme v notranjosti in za ekstreme na
robu. V notranjosti so kandidati za ekstreme stacionarne tocke funkcije f:

fz=2x=0,
fy=2y=0.
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Ta sistem ima edino resitev 77 (0,0), ki je kandidat za ekstrem, saj ustreza neena-
kosti, ki doloca elipso.

Ekstreme na robu poiséemo z Lagrangeovo metodo:
L(z,y,\) = 224yt —1— )\(x2 +oy+y:— 1).

Stacionarne tocke L so resitve sistema:

L, =2z - A2zx+y) =0, (7)

Ly =2y =2y +12) =0, (8)
Ly=—(e*+zy+y>—1)=0. (9)

Iz (1) dobimo § = “f2% iz (2) pa ; = “E2¢, od koder sledi 2° = y° oziroma

y = tz. Ko to vstavimo v enacbo (3), dobimo &tiri stacionarne tocke: T4 3(+1, F1)

in Ty 5(£1/4/3,+1/V/3).
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Vrednosti funkcije f v tockah T, ..., Ts so:

T(z,y) | fz,y)
T1(0,0) -2
T2’3(:|:1,:F1) 0

Tys(£1/v3,£1//3) | —4/3
Najvecja vrednost f na elipsi je torej 0, najmanjsa pa —2.
4. Vektorsko polje F ima predpis
_|P| _ |log(1—z)—2zy
P = o] = v, D).
(a) Izracunaj
0 oP
Jj (Q — )dxdy,
dr Oy
D
kjer je D obmodéje doloéeno z 22 + y2 < 1in = < 0.

(b) Izracunaj krivuljni integral [; F -ds, kjer je L daljica od A(0,—1) do
B(0,1).

(¢) Izra¢unaj krivuljni integral fK F - ds, kjer je K pozitivno orientiran
krozni lok doloen z x2 + y? = 1 in < 0. (Lahko uporabis (a) in

(b).)

Resitev: (a) Ker je 92 — ?9—1; =1, je integral enak

0 0
I} (52 - 50 Jaaay - JJ dotu = 3.

saj je obmo¢je D polovica kroga s polmerom 1, integral konstante 1 po obmo¢ju D
pa predstavlja ravno ploscino tega obmogja.
(b) Ena od moznih parametrizacij daljice L je p(t) = [0,¢]" za t € [~1,1]. Potem

/LF~ds _ /_llF(p(t)) p(t)dt = /_11 Lco(;(t)] : m dt = /_lltcos(t)dt:O.

(Zadnji doloceni integral je integral lihe funkcije na simetri€énem intervalu.)
(c) Po Greenovi formuli in (a) delu naloge je

0Q P
/I<ULF-ds_/I<F-ds+AF-ds_£j<&v—(9y>d:rdy—£jdxdy—g

in zato iz (b)
T
F.ds= .
[
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3.7 3. Popravni kolokvij

Popravni kolokvij iz Matematike 2
24. avgust 2018
1. Preslikava ¢: Rs[z] — Rs[z] je dana s predpisom ¢(p) = p + 2p’.
(a) Preveri, da je ¢ linearna preslikava.

(b) Pois¢i matriko Ay, ki pripada ¢ v standardni bazi prostora Rs[z].

(¢) Poisci lastne vrednosti preslikave ¢. Ali lahko ¢ diagonaliziramo?
Natancno utemelji!

Resitev: (a) Preveriti moramo, da ¢ ohranja linearne kombinacije. Za p, q € R3|[z]
ter o, B € R velja
p(ap + Bq) = (ap + Bq) + 2(ap + Bq)' = (ap + Bq) + 2(ap’ + Bq')
= a(p+2p') + Bla+24¢) = ad(p) + Bo(q),

¢ je torej linearna.
(b) Standardna (urejena) baza Ra[z] je {1,z, 2, 2°}. Preslikava ¢ bazne polinome

slika v
#(1) =1,
b(z) =2+,
¢(a”) = 4z + 2%,
() = 62° + z°
Matrika, ki pripada ¢, je torej
1 2 0 O
01 4 0
A4e=10 0 1 6
0 0 0 1

(c) Lastne vrednosti ¢ so enake lastnim vrednostim A,. Ker je A, zgornje trikotna,
so njene lastne vrednosti na diagonali. Lastne vrednosti ¢ so torej vse enake 1;
Ai,2,3,4 = 1. Ker je rang matrike A, — I enak 3 (in ne 0, kolikor je razlika med
dim(Rs[x]) in algebrai€no veckratnostjo lastne vrednosti 1), preslikave ¢ ne moremo
diagonalizirati.

2. Funkcija ¢ je vsota potencne vrste

(a) Dolo¢i obmocje konvergence zgornje potencne vrste.

(b) Sestej zgornjo vrsto — izrazi funkcijo g eksplicitno. (Namig: Poskusi
najprej odvajati vrsto, ki pripada x2g(x).)

(c) Izracunaj vsoto vrste
oo

1
Z4k(k:+1)'

k=0
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Resitev: (a) Obmogje absolutne konvergence doloéimo s kvocientnim kriterijem,

. . 22k .
k-ti €len vrste je ar, = 77 in

L hrnett
T e kx2k -

k41
ag

lim

k—oo

Po kvocientnem kriteriju mora biti vrednost te limite strogo manj od 1. Iz 2% < 1
torej za obmocje absolutne konvergence dobimo = € (—1,1).

Konvergenco v robnih tockah tega intervala preverimo posebej. Ce v originalno vrsto
vstavimo z = +1, dobimo harmonicno vrsto

=1
kZ:OkJrl’

ki divergira. Obmod¢je konvergence je torej odprt interval (—1,1).
(b) Upostevajmo namig. Oznacimo

o 2k+2
M) =aga) = > 0
k=0
Tedaj je -
/ o= 2(k + 1)z T o 2k 2z
M@ =2 T = el =T
k=0 k=0
Torej

h(m):/h'(m)dm:/ 2edr 00— 2y 1O

1—a?

02k

Iz h(0) = 3207, 57 = O, sledi —log(1 — 0*) 4+ C =0, torejf C = 0. Zato
h(z) = —log(1 — z*) in konéno

log(1 — 2?)
a2

g(z) =

(c) To stevilsko vrsto dobimo, ¢e v g vstavimo = = 1/2. Zato

S ey o (5) = oo () =avu (3).

. Delec z maso m zaprt v pravokotnik s stranicama dolZzin x in y ima na
neizotropni ravnini energijo osnovnega stanja dano z

h? 1 2

Kolik8ni naj bosta dolzini stranic tega pravokotnika, da bo pri njegovi
fiksni ploséini Ag = zy > 0 energija osnovnega stanja minimalna?
Namig: Pois¢i minimum funkcije E(x,y) pri pogoju xy = Ayp.

Resitev: Temu problemu vezanih ekstremov pripada Lagrange-ova funkcija

o102
Lo ) = Bo) = M) = g (35 + 2 ) = Moy = Ao).
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Stacionarne tocke te funkcije bodo kandidati za vezane ekstreme. Pois¢imo jih!

R 2
Ly=—— 2 —2y=0

4m 23 Y ’

K 4
Ly=-gm =0

L)\:Ao—xy:().

Iz prvih dveh enacb eliminiramo A:

R 2 R4
T o4m 23y 4dm xyd’
da dobimo
22y = a1,

Resitve, pri katerih je z = 0 ali y = 0, niso dopustne (zaradi Ag = zy > 0) in

zadnja enacba se poenostavi v
2

277 = Y.
Torej y = +x/2. Ko to vstavimo v enacbo vezi, dobimo
Ao = :t:l?QX/i
Smiseln je le 4+ predznak (saj Ao > 0) in sledi x = \/Ao/\/ﬁ ter y = xv2 =
Aov/2.
. Dano je vektorsko polje F(z,y) = [y?, 2xy]T.
(a) Prepricaj se, da je polje F gradientno.

(b) Izracunaj krivuljni integral

/F(x,y)~ds:/ y? dx + 2zy dy,
K K

kjer je K pozitivno orientiran krozni lok dolo¢en z z? + y? = 1 in
y > 0.

(c) Poisci skalarni potencial polja F, tj. funkcijo dveh spremenljivk f,
da bo F = grad(f).

Resitev: (a) Preverimo, da za P(z,y) = 4° in Q(z,y) = 2zy velja P, = Q.:
Py =2y =Qx

in polje F je gradientno.
(c) Skalarni potencial lahko kar uganemo: f(z,y) = 2y>. Tedaj res velja

grad(f) = [fo, ful " = [¥°, 229]" = F(z,y).

(b) Ker je polje F gradientno s skalarnim potencialom f, je

/KF(W) Cds = f(—1,0) — £(1,0) = 0.

(Tu sta (—1,0) in (1,0) konéna in zacetna tocka na krivulji K.)
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Kolokviji 2018/19
1. Kolokvij

1. Kolokvij iz Matematike 2
15. november 2018

. [12 to&k] V vektorskem prostoru Rs[z] polinomov stopnje najve¢ 3 sta

dani podmnozici

V = {p € Ra[z] : p(1) = p(-1)},
W = {p € Rs[z] : (p(1))* = (p(~1))*}.

(a) Ali je V vektorski podprostor v Rs[z]? Natantno utemelji! Ce je,
poiséi bazo za V in dolo¢i dim(V).

(b) Ali je W vektorski podprostor v Rs[z]? Natan¢no utemelji! Ce je,
poiséi bazo za W in dolo¢i dim(W).

Resitev: (a) Vzemimo polinoma p,q € V, tj. polinoma p in g, da velja p(1) =
p(—1) in ¢(1) = g(—1). Ali je podmnozica V zaprta za linearne kombinacije?
Preverimo; za o, 8 € R velja

(ap + Bq)(1) = ap(1) + Bq(1) = ap(=1) + Bg(—-1) = (ap + Bg)(-1)

tj. za polinom ap + Bq prav tako velja lastnost za polinome iz V. Podmnozica V/
je torej vektorski podprostor.

Zapisimo polinom p € Ra[z] kot p(z) = aaz® + bz? + cx +d. Cenajbop eV,
mora veljati p(1) = p(—1) oziroma a+b+c+d = —a+b—c+d. 0Od tod
sledi a = —¢; b,c,d € R pa so lahko poljubni. Polinom p € V ima torej zapis
p(z) = —cx® 4+ ba? + cx 4 d in baza za V je By = {2* — x, 27,1}, dim(V) = 3.

(b) Podmnozica W ni vektorski podprostor. Polinoma p;(z) =1 in p2(x) = x sta
namre¢ vsebovana v W, vendar polinom (p1 + p2)(z) = = + 1 ni vsebovan v W.

[14 to&k] Naj bo S < R?*2 vektorski podprostor vseh 2 x 2 simetri¢nih
matrik. Za bazo S vzemimo B = {E1, Eag, E12 + E21}. Definirajmo ge

matriko
1 -1
o {_1 X ] |

(a) Preveri, daje PXP € S, Geje X € S. (Oziroma: Ce je X simetri¢na,
potem je tudi PX P simetri¢na.)

(b) Naj bo ¢: S — S dana s ¥(X) = PXP. Prepricaj se, da je ¢
linearna preslikava.

(¢) Poisc¢i matriko, ki pripada ¢ glede na bazo B.
(d) Poisci bazi za im(v)) ter ker(v)).

Resitev: (a) Ker velja PT = Pin X7 = X (saj je X € S), sledi
(PXP)" =P'X"P" = PXP,

tj. PXP € S.
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(b) Preverimo, da 1) ohranja linearne kombinacije. Velja
Y(aX + BY) = P(aX + BY)P = aPXP + BPYP = arp(X) + By (Y),

1) je torej linearna.

(c) Poracunamo, v kaj ¢ preslika matrike baze B.

¢(E1) = 4 1= Ei1 + Ea2 — (E12 + E21)
S
¢(Ea2) = 4 1= Ei1 + Eoo — (E12 + E21)
o o]
¢(Er2 + Eon) = 9 _o| = —2F11 — 2E2 + 2(E12 + Ea1)

(d) Po Gaussovi eliminaciji na A, dobimo

11 -2
Ay, — |0 0 0.
00 0

Stolpci Ay so torej vsi linearno odvisni od prvega stolpca, zato je v bazi C(Ay) le
stolpec [1,1, —1]", pripadajo¢a matrika v S pa je ravno P = Ej1+ E2s—(E12+E21),
torej Bimy = {P}.

Iz prve vrstice v reducirani stopnicasni obliki matrike Ay sledi, da je matrika

aFr + fE2 + v(E12 + Eo1) € ker ¢

natanko takrat, ko je a+ 8 — 27 = 0 oziroma a = 27 — 3. Matrike v ker v so torej
oblike
(27 — B)E11 + BE22 + v(E12 + E21).

Baza za ker 1) je torej
2 1 -1 0
Bkerw_{[l 0:|7|:0 1:|}

. [14 to&k] Vektorji a = [~1,1,0]T, b =[1,—1,1]T in ¢ = [0, 1, —1]T tvorijo
bazo D = {a,b,c} prostora R3. Linearna preslikava ¢: R — R3 je
dolocena s

(b(a) =a, (b(b) =—-a—b, ¢(c) =b+ec.

(a) Zapisi matriko, ki pripada ¢ v bazi D.
(b) Ali lahko ¢ diagonaliziramo?

(c) Zapigi matriko, ki pripada ¢ v standardni bazi prostora R3.
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1 -1 0
Resitev: (a) A, = [0 -1 1].

0 0 1
(b) Ker je Ay zgornje trikotna, so njene lastne vrednosti na diagonali. Lastne
vrednosti ¢ so torej A1 = —1 in A2,;3 = 1. Rang matrike
0 -1 0
Asg—TI=10 -2 1
0 0 O

je o€itno enak 2, zato je lastni podprostor ¢ za lastno vrednost A3 = 1 dimenzije
1 = 3—2. Pri lastni vrednosti A2 3 torej dobimo (do linearne odvisnosti) le en lastni
vektor in ¢ ne moremo diagonalizirat.

(c) Hitro lahko opazimo
i=b+c, j=a+b+c in k=a+b.

Iz linearnosti ¢ sedaj dobimo

¢(i) = ¢(b) + ¢(C) =-—-a+ b= [17 03 71]1—3
$(J) = ¢(a) + ¢(b) + ¢(c) = ¢ = (0,1, -1]",
¢(k) = ¢(a) + ¢(b) = —b = [-1,1, -1]".
Matrika, ki pripada ¢ glede na standarno bazo 8 = {i, j,k} je torej
1 0 -1
Ags=10 1 1
-1 -1 -1
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4.2 2. Kolokvij

2. test iz Matematike 2
13. december 2018

1. [12 to¢k| Linearna preslikava ¢: R?® — R3 vektor x € R? najprej zrcali
preko ravnine x — z = 0, nato pa zrcali Se preko ravnine x + y = 0.

(a)
(b)

(¢) Natanéno klasificiraj izometrijo ¢.

Utemelji, da je ¢ izometrija.

Izberi si bazo za R3 in zapisi matriko, ki pripada ¢ v tej bazi.

Resitev: (a) Ker je ¢ kompozitum dveh zrcaljenj, ki sta izometriji, je tudi ¢
izometrija.

(b) Zapisimo matriko za ¢ kar v standardni bazi {i, j, k} prostora R?. Uporaba obeh
zrcaljenj bazne vektorje preslika tako:

i~ k—k,
J=ie i
k—i— —j.

Matrika, ki pripada ¢ v standardni bazi, je torej

¢) Karakteristiéni polinom ¢ je Ag(\) = det(Ay — M) = A*> — 1, ta pa ima nicle
J ¢ ¢
A =1, Ao =55

Gre torej za vrtez. Lastni vektor pri lastni vrednosti A1 = 1 je vi = [1,—1,1]", to
je os vrtenja. Kot vrtenja je (do predznaka) %’T =120°.

2. [14 toc¢k]
(a) Razvij funkcijo
x
f) =
v Taylorjevo vrsto okoli z¢p = 0.
(b) Za katere x € R konvergira vrsta
Z(Zn + 1)z ?
n=0
(¢) Izracunaj vsoto vrste
i 2n+1
n=0 4n
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Resitev: (a) Cev

vstavimo ¢ = 22, dobimo
1 2n
1—x2 Z .

Po mnozenju zadnje enakosti z x pa 3e

_ x _ - 2n41
J@) =y =2

(b) Vrsta za f(x) konvergira za ¢ € (—1, 1), zato tudi vrsta za f'(z) = > ,(2n+
1)z konvergira za = € (—1,1).
(c¢) Imamo

n=0 n=0
Ker je
, 1+ 22
f (3:’) - (1 _ x2)27
sledi
i 2n+1 20
—= 4n 9

. [14 toé&k| Funkcija dveh spremenljivk g ima predpis

9(x,y) = V&* + ycos(y).
a) Poisci enacbo tangentne ravnine na graf funkcije g v tocki 7'(1, 0, g(1,0)).
g g g 9

(b) Z uporabo linearne aproksimacije za g dolo¢i priblizno vrednost iz-
raza

v/0.92 4 0.1 - cos(0.1).
(¢) V kateri smeri funkcija g v tocki (29, y0) = (1,0) najhitreje naraséa?
Resitev: Pripravimo si oba prva parcialna odvoda g:

og @ dg _ cos(y) — ysin(y)
Oz 2 fycos(y) Oy 2/z2 +ycos(y)

Linearna aproksimacija za g okrog (zo,yo) = (1,0) je torej

ol9) = 9(1,0) + E(1,0)( = 1) + FLLO - 0) = L+ (o= 1) + 3.

(a) 1z Linearne aproksimacije dobimo z = z+ %y. Ko to preuredimo, dobimo enacbo
tangentne ravnine skozi 7'(1,0,1):

20 +y —22z=0.
(b) V linearno aproksimacijo vstavimo (z,y) = (0.9,0.1) in dobimo

9(0.9,0.1) =1 — 0.1 + 0.05 = 0.95.

ol =12

(c) V smeri gradienta v tej tocki, torej

(aradg)(1,0) = [ 4
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4.3 3. Kolokvij

3. test iz Matematike 2
17. januar 2019

1. [12 toc&k| Poisci in klasificiraj vse stacionarne tocke funkeije
flx,y,2) =a* +y* =222 oy + o —y.

Resitev: Stacionarne tocke so resitve sistema (grad f)(x) = 0, v nasem primeru:

gzZm—2z2+y+1:07
oz

of

=2 —-1=0

ay y+x )
%:74332:0.

Iz zadnje enacbe dobimo z = 0 ali z = 0. Ce & = 0, iz 2. enacbe sledi y = 1/2

in nato iz prve e z = +/3/2. Imamo Ze dve stacionarni to¢ki 71,2(0, 1, :I:@) \Y,

primeru z = 0 pa iz prvih dveh enaéb dobimo linearen sistem dveh enacb z dvema

neznankama, ki ima resitev x = —1, y = 1. Imamo Se tretjo stacionarno tocko
T5(—1,1,0).
Tip teh stacionarnih tock bomo dolocili z uporabo Hessejeve matrike f. V splosnem
je
2 1 —4z
Hf=|1 2 0
-4z 0 —4x
V T} 2 dobimo
2 1 F2V3
Hf(og,ié): 1 2 0
F2v3 0 0

Glavne poddeterminante te matrike so po vrsti 2, 3 in —24. Po Sylvestrovem kriteriju
so torej lastne vrednosti te matrike razlicno predznacene in tocki T4 2 sta sedlasti
tocki.
V T35 pa dobimo
2 1 0
Hf(-1,1,0)= |1 2 0
0 0 4
Glavne poddeterminante so po vrsti 2, 3 in 12. Po Sylvestrovem kriteriju so vse
lastne vrednosti H f(—1,1,0) pozitivne in T3 je lokalni minimum.
2. [14 toek] Poisdi tocke na implicitno dani krivulji z enacbo
od 4yt = 22y? 4 1,

ki so najbolj oddaljene od koordinatnega izhodis¢a. ReSitev: Is¢emo ma-
ksimum (kvadrata) razdalje od izhodis€a pri vezi, ki je dana z zgornjo enacbo.
Funkcija, ki jo zelimo maksimizirati je torej

fla,y) =2 + 47,
vez pa zapisemo v obliki

g(z,y) =" +y' — 2%y’ —1=0.
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Pripadajoca Lagrangeova funkcija je
L(%% )‘) = f(x7y) - Ag(imy) = 1‘2 + y2 - )\(1U4 + y4 - 122y2 - 1)

Pois¢imo stacionarne tocke L:

oL 3 2

o x — A4z zy~) =0,
oL 3 2

2 =9y — A4y — 22%y) =0
gy ~ YA 20y) =0,
oL _ 4, .4 22 _
oy~ @ty -2y —1)=0.

= 0, bodisi % = 22? — y?. Podobno sledi iz druge
enacbe bodisi y = 0, bodisi + = 2y* — 2. V primeru & = 0 iz tretje enache dobimo
y = %1, v primeru y = 0 pa iz tretje enacbe dobimo z = £1. Poiskali smo ze
4 stacionarne tocke: Ti2(0,£1) in T54(£1,0). Se + = % upostevajmo; dobimo
322 — 3y* = 0 oziroma y? = 2. Ko to vstavimo v tretjo enacbo, dobimo e vse stiri

mozne kombinacije z,y = £1 in imamo 3e 4 stacionarne tocke 156, 7,8(£1,+1).

Iz prve enacbe sledi bodisi

T
1
X
p

Vrednost f v 112,34 je enaka 1, vrednost f v T56 7,8 pa je enaka 2. Od izhodisca
so torej najbolj oddaljene tocke T 67,5, ki so na razdalji v/2.

. [14 to&k] Vektorski polji F, G: R? — R? sta dani s predpisoma

22 — g2 . 2z
F(xvy) = |: Qxyy :| m G(xvy) = |:.132 _yy2:| .

(a) Ali je katero od polj F ali G gradientno? Ce je, poisci skalarni
potencial polja.

(b) Izracunaj krivuljna integrala

/F~ds in /G~ds,
K K

kjer je K pozitivno orientiran rob etrtine kroga 22 + 4% =4, 2 > 0
in y > 0. (K je torej unija dveh daljic in kroznega loka.)
Resitev: (a) Pisimo F = [P,Q]" in G = [R, S]". Ker je P, = —2y # 2y = Q.,
polje F ni gradientno. Ker je R, = 2z = S, je polje G gradientno.
Skalarni potencial G je

g(:my):/Rdm:/medw:x2y+C(y).

Funkcijo C(y) bomo doloéili iz g, = S:

gy(x,y) = $2 + Cl(y) = ':UZ - y27

od koder sledi C’(y) = —y? oziroma C(y) = —y*/3 + D. Vzamemo lahko kar
D = 0 in imamo skalarni potencial G:

3
g(z,y) =2’y — %

(b) Ker je G gradientno, je njegov integral vzdolz sklenjene krivulje K enak 0, tj.

/G~ds:0.
K

o1



Integral [, F - ds bomo poracunali z uporabo Greenove formule. Velja

/ F-ds= jj (Qz — Py)dxdy = ff 4y dxdy,
K D D

kjer je D zgoraj opisana Cetrtina kroga. V polarnih koordinatah dobimo:

/2 2 /2 5
jf dy dxdy = / dtp/ 4drsinp-rdr =4 / sin ¢ dyp (/ r2 d7“>
D 0 0 0 o
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4.4 1. Popravni Kolokvij

Popravni kolokvij iz Matematike 2
25. januar 2019

1. Definiramo preslikavo ¢: Ry[zx] — Rq[z] s predpisom

¢(p)(x) = (zp(x))’ + p(1)

(a) PokaZzi, da je ¢ linearna preslikava.
(b) Zapisi matriko linearne preslikave ¢ v standardni bazi Ra[x].

(c¢) Dolodi lastne vrednosti ¢. Ali je moZno ¢ diagonalizirati?

Resitev: (a) Linearnost preverimo direktno:

$(ap + Bq)(x) = (z(ap + Bg) () + (ap + Bq)(1)

= a(zp)'(z) + B(zq) () + ap(1) + Bq(1)

= a((zp(x)) +p(1)) + B((zq(x))" + q(1)) = ad(p)(=) + Bé(q) (),
kar pomeni ¢(ap + Bq) = ad(p) + Bé(q).
(b) Poracunamo:

¢(1) =(z-1) +1=2,

dx)=(z-z) +1=2x+1,
o) = (z-2°) +1=32" + 1.

Matrika, ki pripada ¢ v standardni bazi {1,z, %} je torej

2 1 1
As=10 2 of.
0 0 3

(c) Ker je matrika Ay zgornje trikotna, so njene lastne vrednosti na diagonali. Lastne
vrednosti ¢ so torej A12 = 2 in A3 = 3. Preslikavo ¢ bomo lahko digonalizirali, ¢e
ima pri (dvojni) lastni vrednosti A\12 = 2 dva linearno neodvisna lastna polinoma.
To pa ne drzi, saj je rang matrike A, — 21 enak 2, zato je lastni podprostor, ki
pripada lastni vrednosti 2, dimenzije dim(Rz[z]) — rang(Ay —2I) = 3 —2 = 1.
Preslikave ¢ ne moremo diagonalizirati.

2. Funkcija g ima predpis
g(z) = xsin(x)

(a) Razvij g(z) v Taylorjevo vrsto okoli z = 0 in dolo€ konvergenéno
obmodje.

(b) Izrafunaj vsoto vrste

o 7T27L+1
;0(_1)n+ (n+ ) g
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Resitev: (a) Poznamo Taylorjevo vrsto za sin(z) okrog x = 0, ta je

o0 L2t
sin(z) = nz;o 2n Gnrr
Taylorjeva vrsta za z sin(z) okrog = = 0 je torej
oo 20 +2
€T Sln g 2n + 1)

Ta vrsta konvergira tam, kjer konvergira vrsta za sin(z) okrog = = 0, torej za vse
z € R.
(b) Odvod zgornje vrste za zsin(z) je

oo 2+l 0 L 2t
(zsin(z)) = 2(—1)“(% D gy~ 2 Z:;)(—l)”+ (4 D)
Ker je (zsin(z))’ = sin(z) + x cos(zx), dobimo
o 2n+1 ™
Z 1"+ D) gy = _%(Sm(”) meos(m) =5

. Poi&¢i stacionarne tocke funkcije
fz,y,2) = 2yz —a® — 29> — 222 + 3z

in jih klasificiraj.
Resitev: Stacionarne tocke so ni€le gradienta, le-te pa so resitve spodnjega sis-
tema enach:

fo=2zyz — 322 +3=0,

fy=2"2—4y =0,

fo=aly—4z=0.

. . _ . 2 . .
Iz druge in tretje enacbe dobimo % = ¥ = § oziroma y? = 2% ali z = +y. Prav-

zaprav kar z =y, saj mora biti kvocient = enak %, tj. pozitiven. Ce upostevamo
z = y nam ostane sistem
2:ch2 — 32 +3= 0,
(x> — 4)y = 0.

V primeru y = 0 iz prve enacbe dobimo 335 — 3 =0, ki ima resitvi z = +1.
V primeru y # 0 pa iz druge enacbe sledi x —4 =00z z = %2, kar (zaradi

prve ena(:be) pomeni +4y? — 9 = 0 oz. = :I:% Le pri z = 2 dobimo resitvi
y=+3 P0|ska|| smo 4 stacionarne tocke: T1( 1,0,0), T»(1,0,0), T5(2,—%,—2)
in T4( ) 2’ 2)

Hessejeva matrika f je

2yz — 6z 2z 2y
Hy = 2z —4 2

2xy -
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le-ta pa je v stacionarnih tockah T4 2,34 enaka

-6 0 0 6 0
Hf(-1,0,0)0= |0 -4 1], Hf(1,0,0)= [0 —4 1|,
0 1 -4 0 1 —4
-5 -6 -6 -5 6 6
2 2
Hi2 a0 -)=|~6 —4 4|, He3=|6 -4 4
-6 4 4 6 4 —4

Iz Sylvestrovega kriterija (za pozitivno definitnost matrike) sedaj sledi, da je 71
lokalni maksimum, toéke T, T5 in Ty pa so sedla.

. Izracunaj dvojni integral
{[ @ + zy?)dady,
D
kjer je D krog s polmerom 3 in s srediséem v (0, 0).

Resitev: V polarnih koordinatah je z = rcos @, y = rsin ¢ in det(JF) = r, nas
integral pa postane

3 27
ff(ﬁ + xyz)dxdy — / dr/ (r3 cos® ¢+ r> cos ngsin2 45) rdo
g 0 0

= (/3 r dr) (/27r cos ¢ (cos” ¢ + sin”® ) d¢)
0 0 —_—

:07

saj je [I" cospdp = 0.
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4.5 2. Popravni kolokvij

Popravni kolokvij iz Matematike 2
4. februar 2019

1. Naj bo A =[19]. Preslikava 6: R?*? — R?*? ima predpis
O(X)=AXA"1 + X.

(a) Preveri, da je 6 linearna preslikava.
(b) Zapisi matriko te linearne preslikave v standardni bazi R?*2,

(c¢) Ali je 2 lastna vrednost 67 Ce je, kaj je pripadajoca lastna matrika?
Ali lahko 8 diagonaliziramo?

Resitev: (a) Ker velja

O(aX +BY) = A(aX + BY)A™ " + (aX + BY) = aAXA " + BAYA™' +aX 4+ 8Y =
= a(AXA '+ X))+ BAYA +Y) = ab(X) +B0(Y),

je 6 linearna preslikava.

(b) Najprej poracunamo A~' = [, {]. Potem je
0(En) = [1 910601 [ L8] + 1581 =[38],
0(Er2) = [191[86] [ 0] +[861=[11],
0(Ea1) = [1 911901 [ L 2] + (381 =88],
0(E2) = [1 910891 [ 18] + 891 =[% 2]
Matrika, ki pripada @ je torej
2 =1 0 0
0O 2 0 O
A= 10
0O 1 0 2

(c) Ker velja (1) = I+1 = 21, je 2 lastna vrednost 6 s pripadajoco lastno matriko
I=[52%]

Z vprasanjem o diagonalizaciji bo nekaj ve¢ dela. Karakteristi¢ni polinom 6 je
Ag(N) = det(Ag — M) = (2= \)*,

kar pomeni, da je A1,2,3,4 = 2 Stirikratna lastna vrednost 6. Ker je rang(Ag —2I) =
2, je dim(ker(8 — 2-id)) = 4 — 2 = 2, torej § ne moremo diagonalizirat.

2. Funkcija g je vsota potencne vrste

(a) Dolo¢i obmodje konvergence zgornje potencne vrste.

(b) Eksplicitno izrazi funkcijo g — vrsto sestej.
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(¢) Izra¢unaj vsoto vrste
> Co
=0
Resitev: (a) Najprej uporabimo kvocientni kriterij

(k + 1)z*3F

Ak+1
m |~
k— oo k$k713k+1

ag

lim

k—oo

in iz ‘i:,,l < 1 dobimo x € (—3,3). Ko robni tocki tega intervala, = £3, vstavimo

v naso potenéno vrsto, dobimo vrsti
‘0 k
S ELE
k=0 k=0

ki ne konvergirata (saj limita ¢lenov sestevanih zaporedij ni 0). Celotno obmogje
konvergence je torej odprt interval (—3,3).
(b) Ker je

/g(w) dz = 2

je

o5}

L rx\k 1 3
C=3(5) +C= 1m0 =5=1+C

. Poisci tocke na implicitno dani krivulji z ena¢bo
od 4yt = 22y? 4 3,
ki so najbolj oddaljene od y-osi.
Resitev: Razdaljo od y-osi direktno merimo z |z|, vendar bomo raje uporabili
kvadrat razdalje, 22, da bomo funkcije znali odvajat. Funkcija, ki jo zelimo maksi-
mizirati, je torej
2
fla,y) =7,
funkcija, ki predstavlja vez pa
g(z,y) =" +y' — 2%y - 3.
Pripadajoca Lagrangeova funkcija je
L(z,y,\) = 2° — Mz* +y* — 2%y* = 3).
Njene stacionarne tocke so reSitve sistema
L, = 2z — \(4a® — 2zy®) = 0,
Ly, = —\(4y® — 22°y) = 0,
Ly=—(z" +y* —2°y* - 3) =0.

Iz druge enacbe dobimo 2Ay(2y* — x?) = 0, kar pomeni

Aanliy:OaliQyQ—xQZO.
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Ce je A =0, iz prve enacbe sledi zz = 0 in nato iz tretje enacbe 3e y = £ /3. Dobili
smo prvi dve stacionarni tocki T1 2(0, £+v/3).
Ce je y = 0, iz tretje enacbe dobimo & = ++/3 in imamo Se T3 4(£V/3,0).
Ce je 2y* — 22 = 0, potem 2 = 2y? (in zato z* = (2%)? = 4y*). Ko to vstavimo
v tretjo enacbo, dobimo

dy +y' —2y" —3=3y" —3=0,

zato y = +1. Torej 2> = 2 in = +v/2. Imamo 3e 4 stacionarne tocke

Ts.6,7,8(£V2, £1).

Vrednosti funkcije f v teh stacionarnih tockah so (po vrsti): 0,0,+/3,v/3,2,2,2,2.
Od y-osi so torej najbolj oddaljene tocke Ts 6,7.s, ki so na razdalji v/2 od y-osi.

. Pois¢i koordinate masnega sredis¢a osmine krogle dane z
2, .2, .2
+y +2°<4,2>0,y>0,22>0,

Ce je gostota konstantna, tj. p(z,y,z) = 1. (To je osmina krogle s polme-
rom 2 in s sredigfem v koordinatnem izhodis¢u, ki lezi v 1. oktantu.)
Resitev: Ker je gostota enaka 1, je masa enaka prostornini osmine krogle s pol-
merom R = 2:

1 4rR® 1 478  dn

8 3 8 3 3’
Koordinate masnega sredisa osmine krogle D dobimo iz:

f— % flf)f zdxdydz, y* = % fgf ydzdydz, 2* = % Ilf)f z dzdydz.

Racunali bomo v sfernih koordinatah

T = rcos¢sinb,
y =rsin¢gsinb,
z =rcosb,
za katere je det(JF) = r?sin6. Zaradi simetrije je * = y* = 2*. Racunali bomo

z*, saj je pripadajoci integral najlazji. V sfernih koordinatah naso osmino krogle
opisemo z mejami 7 € [0,2], ¢ € [0, 5] ter 6 € [0, 5]. Torej

us jus 2
z*:i/2d¢/2d9/ rcosf- r’sind dr
4 Jo 0 0o T TV

=det(JF)
Fud 2
:i~z /2c086'sin9d9 /r3dr
4r 2\ Jy o
31163
T8 2 4 4

(Integral po 6 uzenemo z novo spremenljivko ¢ = sin §.) Masno sredis€e nase osmine

krogle je torej v tocki
gy (333
7y ) - 47 47 4 -
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4.6 3. Popravni kolokvij

Popravni kolokvij iz Matematike 2
23. avgust 2019

1. Definiramo preslikavo ¢: Ry[z] — Ra[z] s predpisom

o(p) = 2°p"(z) + plz + 1)

(a) Pokazi, da je ¢ linearna preslikava.
Resitev: Preverimo, kaj ¢ naredi z linearno kombinacijo polinomov.

p(ap + Bq) 2*(ap + Bq)" (x) + (ap + Bg) (z + 1)
mQOcp"(x) + xQﬁq”(x) +ap(z + 1) + Bg(z + 1)
(2ap” () + ap(z + 1)) + (2° B¢ (z) + Bg(z + 1))

= adé(p) + Bo(q),

kar pomen, da je res linearna.

(b) Zapisi matriko linearne preslikave ¢ v standardni bazi Ra[x].
Resitev: Ce standardne bazne polinome za Ra[z] oznadimo z pi(z) =
1,p2(z) = x in pa(x) = 22, lahko izraéunamo

o(p1) = 1=p)
p(p2) = x+1=pi(z)+p2(z)
6(ps) = 32" +20+1=3ps(x) + 2pa(2) + pr(2),

od koder lahko direktno zapisemo matriko A, ki predstavlja ¢ v tej bazi

1 1 1
A=10 1 2
0 0 3

(¢) Dolodi lastne vrednosti ¢. Ali je moZno ¢ diagonalizirati?
Resitev: Takoj lahko preberemo lastne vrednosti z diagonale A: A2 =
1,A3 = 3. Za dvojno lastno vrednost A;2 = 1 moramo dolo¢iti dimenzijo
nicelnega prostora N(A — I). Z Gaussovo eliminacijo hitro dobimo

01 1 01 0
A-I=10 0 2| ~0 0 1],
00 2 000

torej imamo samo eno prosto spremenljivko in s tem dim(N(A —1I)) =1. To
pomeni, da A (in s tem ¢) ni mozno diagonalizirati.

2. Funkcija ¢ ima predpis
g(z) = zlog(z + 1)

(a) Razvij g(z) v Taylorjevo vrsto okoli x = 0 in dolo¢i konvergentno
obmodje.
Resitev: Poznamo vrsto za log(z + 1) okoli z =0,

log(z +1) = i ﬂmn

n
n=1
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Vrsto za g dobimo, ¢e to pomnozimo z x.

(_1 n+1

G ) n — (_1)n+1 n+1
R e
n=1 n=1

Vemo, da omenjena vrsta za log(x + 1) absolutno konvergira za |z| < 1, torej
je to konvergenco obmodcje tudi za g(z). (To lahko seveda tudi neodvisno
preverimo npr. s kvocientnim kriterijem).

(b) Izracunaj vsoto vrste
o0

2% (n + 1)
Z 3np :

n=1

Resitev: Opaziti je potrebno, da lahko nekaj podobnega tej vrsti dobimo z
odvajanjem vrste za funkcijo g(z) iz (a) tocke. Oznacimo ta odvod z h(z).

o n+17'L
ha) = g'(e) = 3 CL D

n

Ce zdaj zapisemo izraz za h(—2/3), dobimo

h(-2/3) = ,;1 (3
_ i (=D(n+1) (2\"
o ot n 3
B o AUES)
- 3"n
n=1
Po drugi strani pa je
hx) = g'(x) = log(x + 1) + 1
Tako dobimo
20 t1) e _ =23 _
2 g = —h(-2/3) = —log(1/3) 13 2 +log(3)
3. Naj bo

fay) = ((z =12 +9?) +9° — (- 1)°

Poisdi tocke na krivulji f(x,y) = 0, ki so najbolj oddaljene od y-osi.
Resitev: Funkcija, ki jo hocemo maksimizirati, je F(z,y) = x (pri pogoju
f(z,y) = 0. Ustrezna Lagrangeova funkcija je torej

L,y N) = F(a,y) = M(@y) =2 = A (@ =12 +9°)* +5° = (@ = 1)°)

IzraGunamo parcialne odvode L.

%’; = 1-A4(@-1)°+y°) (@ —1) -2z —1))

% = A(@-1+9) y+2) = A (4@ -1 +17) +2)
oL

a = *f(l',y)
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Potrebno je resiti sistem grad L = 0. Kljuéna je druga enacba % = 0: ker je izraz

v oklepaju vedno strogo pozitiven, mora biti y = 0 ali A = 0. Ne more veljati A = 0,

ker bi potem iz prve enacbe sledilo 2& = 1. Edine restve lezijo torej na premici
p p ) I d] p
Y

y = 0. To mocno poenostavi tretjo enacbo f(x,y) = 0:
(-1 —(z-1)°=(@-1)*@—-2)z=0

Imamo tri reSitve te enacbe, vendar se primer y = 0 in x — 1 = 0 ne sklada s
prvo enacbo. Ostaneta tocki (0,0) ter (2,0), ki resita vse tri enacbe (skupaj z
A = £1/2). Od teh dveh tock je (2,0) najbolj oddaljena od y-osi.

4. Vektorsko polje F: R?\ {(0,0)} — R? je definirano s predpisom

(a) Preveri, da je F gradientno polje.
Resitev:Z odvajanjem koordinatnih funkcij F = [U, V]" direktno preverimo,
da velja Uy = V, kar je potreben pogoj, da polje gradientno. Sicer pa lahko
tudi hitro vidimo, da je potencial tega polja

G(z,y) = Va2 + 42

(b) Izracunaj krivuljna integrala

/F-ds in /F-ds,
K1 K2

kjer je K; kroZnica s polmerom 1 in sredis¢em v (0,0), Ko pa kro-
7nica s polmerom 1 in sredi§¢em v (1,1). V katerem primeru smemo
uporabiti Greenovo formulo?

Resitev:Polje F je definirano povsod v notranjosti kroznice Kz, torej lahko
uporabimo Greenove formulo in glede na Uy — V, = 0, lahko takoj zapisemo

/ F.ds=0.
K2

V sredis€u kroznice K1 pa F ni definirano, torej za ta primer ne moremo upo-
rabiti Greenove formule. Lahko pa integral direktno izracunamo. Ce izberemo
obicajno parametrizicjo kroznice s(t) = (cos(t), sin(t)), ds = (— sin(t), cos(t))dt,
dobimo

/K1 F.ds— /O% (Coi(t) (= sin(t)) + Sinl(t) cos(t)) dt = /0277 0dt =0,
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5 0 0 s 1 1
X=Vv]|o o ovT:wwI:§1 11
0 0 0 11 1
. [25 to€k] Ali je katera od matrik
(4 -2 2 1 2 1]
A=1]-2 2 =2 in B=|2 1 3
2 -2 11 1 3 1]

Kolokviji 2019/20

1. Kolokvij
1. kolokvij iz Matematike 1 (28. november 2019)
. [25 toé€k] Pois¢i matriko ranga 1, ki je v Frobeniusovi normi najbliZja
matriki

2 2 1
K=12 1 2|,
1 2 2

tj. tisto matriko X € R3*3 ranga 1, za katero je &tevilo | X — K| naj-
manj$e mozno.

Resitev: Po Eckart—Youngovem izreku lahko aproksimacijo ranga 1 dobimo iz sin-
gularnega razcepa matrike K. Ker je K simetricna, bo dovolj poiskati ortogonalno
matriko V' in diagonalno matriko D, da bo K = VDV, V resnici iz V rabimo le
lastni vektor za tisto lastno vrednost K, ki je po absolutni vrednosti najvecja.

Pois¢imo najprej lastne vrednosti K:

2-X 2 1 2-X 2 1 3-A 2
det(K—X)=| 2 1-X 2 |=|2 1-x 2 |=|4 1-2)
1 2 2-A [A-1 0 1-2A 0 0

Tu smo od 3. vrstice odsteli 1. vrstico, nato pa prvemu stolpcu pristeli 3. stolpec.
Ker je zadnja matrika blocno zgornje trikotna, dobimo:
3—A 2
‘41_Aw 4 1=

Lastne vrednosti K so torej A1 =5, A2 =1 in A3 = —1. Ker i5€emo aproksimacijo
ranga 1, rabimo le lastni vektor za lastno vrednost A1 = 5. Tega lahko uganemo:
Ker je vsota vsake vrstice K enaka 5, je v{ = [1,1,1]7 pripadajo¢ lastni vektor.
Se normiramo ga in dobimo v; = %[1, 1,1]7, to je tudi prvi stolpec matrike V.
Matrika ranga 1, ki najbolje aproksimira K je torej

pozitivno semidefinitna? Za tisto, ki je, izra¢unaj razcep Choleskega.

Resitev: Pozitivno semidefinitnost lahko testiramo s Sylvestrovim kriterijem. Ker
je determinanta glavne 2 X 2 podmatrike B negativna,

62

=(1=NN=4r=5)=1-NA+1)(\—

5)=0.



B ni pozitivho semidefinitna. Ker so vse determinante glavnih podmatrik A pozi-
tivne,

4 9 4 -2 2
4>0, ’72 2‘:4>0in -2 2 -=-2/=4-9=36>0,
2 =2 1

je A pozitivno definitna.

Poiscimo razcep Choleskega matrike A. Pisimo

- 4 -2 2
.
A= “11)1 3,}: 2 2 2
L 2 -2 11
in
— o 2 0 0
Li=| Yy L|=]"1 10
[ VAL 1 0 1
Tedaj je
A R ) 1 -1 [1 =1
AP [—2 11} [—1 1}_{—1 10]
Zato je
1 0
=[]
ter

1" 1
A" =10- $(-1)(-1) =9,
torej Lz = /9 = 3. Konéno

0
_ 1 0" [ o] _
e fo TG 2l

Zata L velja LLT = A.

. [25 to€k| Naj bosta A in B matriki
0 2 -1 -2

a=fp im0 ]
Oznac¢imo A ® B := A® I, + I, ® B. Ali lahko matriko (A @ B)3 diago-
naliziramo? Ce je odgovor da, pois¢i diagonalno matriko D in obrnljivo
matriko P, da bo (A ® B)3 = PDP~!, ¢e je odgovor ne, razloz, zakaj to
ni mogoce.
Resitev: Lastne vrednosti A @ B so vsote lastnih vrednosti matrik A in B, pri-

padajoéi lastni vektorji pa so Kroneckerjevi produkti lastnih vektorjev A in B. (To
smo izpeljali na vajah.) Ker je det(A — X)) = A2 —4, sta A\ = 2in Ay = —2

lastni vrednosti A. Pripadajoca lastna vektorja sta vi = [1,1]T in v = [1,—1]".
Ker je B zgornje trikotna, so njene lastne vrednosti na diagonali, torej sta pu; = 1
in g2 = —1 lastni vrednosti B. Pripadajoca lastna vektorja sta u; = [1,—1]" in

us = [1,0]". Lastne vrednosti A @ B so torej

MApr =3, A+pu2=1, A+ pu =—1in Ao + pp = —3.
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4 x 4 matrika A ® B ima torej 4 razlicne lastne vrednosti, kar pomeni, da jo lahko
diagonaliziramo. Pripadajoci lastni vektorji so

1

1 1 1
-1 (1) in vo @ ug =
0

vi®u = , Vo ®@u =

-1
-1 -1
1 0

1 , Vi ®@ug =

-1

Matrika (A @ B)® ima enake lastne vektorje, njene lastne vrednosti pa so tretje
potence lastnih vrednosti matrike A @ B. Imamo torej

7 0 0 0 11011
01 0 0 10 -1 0
D=1g 0 21 o ™ P={1 1 1 2
0 0 0 -27 10 1 0

Matriko (A @ B)? lahko diagonaliziramo in velja (A @ B)* = PDP™!.
. [25 tok] V R?*2 sta dani podmnoZici

U:={X e R¥>?: AX = X A%}
ter V:={X € R¥*?: AX = X?A},

kjer je A = L} (1)] Ali je katera od podmnozic U in V vektorski podpro-
stor v R?*2? Za vsako, ki je vektorski podprostor, pois¢i bazo in dolodi
dimenzijo.
Resitev: Naj bo I € R?*? identi¢na matrika. Velja
Al =T’A=1A= 4,
vendar
2A = A(2I) # (2I)°A = 4A,

torej je I € V, vendar 2I ¢ V. Podmnozica V zato ni vektorski podprostor v R2*2,
saj ni zaprta za mnozenje s skalarjem.

Kaj pa U? Vzemimo X,Y € U, tj. taki 2 x 2 matriki U in V, da je AX = X A?
ter AY = Y A2, Za linearno kombinacijo a X + 8Y tedaj velja
AlaX 4+ BY) = aAX + BAY = aX A% + Y A% = (aX + BY) A,

tj. aX + BY € U in U je vektorski podprostor v R?*2

Da pois¢emo bazo za U, bomo najprej (parametri¢no) opisali elemente U. Pisimo
X =[2Y]. Kerje A2 =[° 1], iz AX = X A® dobimo

a+c b+d| _[-b a—-0D
—a b | |-d c—d|’

Edina resitev tega sistema enacb pa jea = b = ¢ = d = 0, tj. matrika X je
v U natanko takrat, ko je X = [J3]. Podmnozica U je torej trivialen (nicelni)
podprostor, U = {[§ J]}. Baza za U je prazna mnozica By = 0 = {}, dimU = 0.
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5.2 2. kolokvij
2. kolokvij iz Matematike 1 (21. januar 2020)

1. [25 toc¢k| Naj bo B = {u, v, w} ortonormirana baza vektorskega prostora
R3. Linearni izometriji ¢, : R? — R? na bazi B delujeta tako

(V)= ow)=w

(a) Zapisi matriki, ki pripadata ¢ in ¢ v bazi B. Klasificiraj ¢ in ¢ kot
izometriji.

(b) Utemelji, da je 1 o ¢ izometrija, in zapisi matriko, ki ji pripada v bazi
B. Poisdi realne lastne vrednosti ¥ o ¢ in izrazi pripadajoce lastne
vektorje v bazi B.

Resitev: (a) Matriki preberemo direktno iz definicij

01 0 1 0 0
As=1[1 0 0|, 4,=10 0 1
00 1 01 0

Hitro lahko tudi vidimo, da je det(Ay) = det(Ay) = —1, kar pomeni, da imata ¢ in
1 (vsaj) eno lastno vrednost —1. Tako vemo, da sta preslikavi zrcaljenji ali zrcalni

rotaciji. Iz
tr(Ay) =tr(Ay) =1 = —1+ 2cos(yp),

kjer je ¢ kot zrcalne rotacije, lahko sklepamo, da ¢ = 0, kar pomeni, da sta ¢ in ¢
zrcaljenji.

(b) Matriko A, ki predstavlja ¥ o ¢, lahko dobimo z mnozenjem matrik A, Ay, Se
hitreje pa direktno iz definicij

01 0
A=10 o 1},
1 0 0

Da je ¥ o ¢ izometrija lahko utemeljimo s tem, da imamo kompozitum izometrij,
ali pa da opazimo, da je A oéitno ortogonalna matrika (in A predstavlja ¥ o ¢ v
ortonormirani bazi B). Ker je det(A) = 1, lahko sklepamo, da gre za rotacijo, iz

tr(A) =0 =1+ 2cos(p)

pa da gre za rotacijo za kot ¢ = —7/3. Os rotacije je lastni vektor (oz. podprostor)
za lastno vrednost A\; = 1. Dolo¢imo jo lahko z Gaussovo eliminacijo na matriki

od koder lahko preberemo lastni vektor v = [1,1,1]".

2. [25 tock| Pois¢i koordinate masnega srediséa homogenega telesa, ki je
doloc¢eno z neenacbami

Py <4, Pyt 4221 iz >0
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(Koordinate masnega sredis¢a homogenega telesa D so dane z

¥ = % jgf xdrdydz, y* = % jgf ydxdydz ter 2* = % fgj zdxdydz,

kjer je m = [[[,, dedydz.)
Resitev: Telo, ki ga opisujejo zgornje neenakosti bi lahko opisali tako: Iz zgornje
polovice krogle s srediséem v izhodis€u in polmerom 2 izdolbemo zgornjo polovico
krogle s (sredis¢em v izhodis€u in) polmerom 1. Raunali bomo v sfernih koordina-
tah, v teh je telo dano z neenakostmi:

1<r<2, 0<¢<2r ter 0§9<g,

kar so hkrati meje za integracijo v sfernih koordinatah.

Masa je enaka

27w /2 2 /2 2
m:/ d(,‘b/ dG/ rzcosﬁdr:%r(/ cos&d@)(/ TQdT):27r-1-Z:14—7T.
0 0 1 0 1 3 3

Zaradi simetrije (in homogenosti) bi pricakovali, da velja z* = y* = 0. Tudi direktno
z integralom ni tezko:

1 27 /2 2
" = —/ d(b/ d@/ rcos¢eosf - v cosfdr = 0,
mJo 0 1

saj je fo% cos¢pdp = 0. Podobno se zgodi z y*. Tretja komponenta masnega
sredisca je enaka
1 27 /2 2
z :—/ dqu/ d@/ rsin - r*cosfdr
mJo 0 1
3

= E‘27r(/()7r/2$in0(3059d9)(/127’3(17“)

_3 11545
7 2 4 56’

*

kjer smo foﬁm sin 6 cos 6 d6 izracunali z uvedbo nove spremenljivke ¢ = sin 6 in dobili
) tat.

Masno sredisée telesa je torej v tocki 7'(0, 0, %).
. [25 toc¢k| Za dana vektorja a,b € R™ definiramo funkcijo f: R™ — R s
predpisom
f(x) = [lx —al* +bTx.
(a) Poisdi stacionarne tocke funkcije f.
(b) Katere od dobljenih stacionarnih tock so lokalni maksimi? Katere so

lokalni minimi?

Resitev: (a) Stacionarne tocke so tiste, v katerih je gradient enak O:

of _ CNT L T T
8—X—2(x a) +b =0

Ta enacba ima reSitev x = a — 1b. To je tudi edina stacionarna totka f (oz.
krajevni vektor stacionarne tocke).
(b) Hessejeva matrika f je

S )

f*@*afx(Q(X*a)er):?In,
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kjer je I, identi¢na matrika velikosti n X n. Ta Hy je torej pozitivno definitna v
stacionarni tocki x = a — %b, zato je ta tocka lokalni minimum.

. [25 toek] Funkcijo
flay)=y—=
opazujemo na obmodju

D= {(z,y) e R? : 2® +y*> <2,y >2?}.

Pois¢i minimum funkcije f na obmodju D.
Resitev: Zapisimo Lagrangeovo funkcijo

L(z,y, A1) =y — 2 — Mi(@® + 3% —2) — Xa(a” — )

Izra¢unajmo Se odvoda L po z in y.

ai = -1 —2>\1$—2A25L‘
ox

87L = 1—2)\1y+)\2

dy

Obravnavati je potrebno primere:

(i) A1 =0in A2 = 0. O¢itno tu ni resitve, saj dobimo enacbi —1 =0in 1 =0.
(i) A1 =0in A2 # 0. Poleg enacb

7172)\2:820
1+X=0
imamo tu Se pogoj 2> —y = 0. Dobimo A\s = —1,2 = 1/2 in y = 1/4. Ker

je A2 < 0, ta resitev izpolnjuje vse potrebne pogoje za minimum (ne vemo pa
Se, ali je to edina tocka, ki izpolnjuje vse potrebne pogoje).

(iii) A1 #0in A2 = 0. Tokrat imamo Lagrangeove enacbe

—1-2X\2x=0
1—2\y =0
in pogoj 2 4+ 4> = 2. Dobimo dve resitvi (\1,x,y) = (£1/2,F1,%1).

Resitev (—1/2,1,—1) ne lezi v dopustnem obmogju, resitev (1/2,—1,1) pa
ne izpolnjuje pogoja A1 < 0.

(iv) A1 #0in A2 # 0. V tem primeru imamo enacbi
—1—-2M\z—2X =0
1-— 2)\1y + X =0
in pogoja 22 —y = 0 ter 22 + y?> = 2. Ze samo iz pogojev dobimo dve
moznosti (z,y) = (£1,1). Za primer (—1,1) dobimo (A1, A2) = (1/2,0), za

primer (1,1) pa dobimo (A1 = 2/5,A\1 = —1/5). V obeh primerih imamo
A1 > 0, kar pomeni, da tu ni minimuma (je pa maksimum v toéki (—1,1).

Edina resitev, ki zados¢a vsem potrebnim pogojem je torej (x, y, A1, A2) = (1/2,1/4,0,—1),
minimum f je v (1/2,1/4).
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5.3 1. Racunski izpit

Racunski izpit iz Matematike 1
30. januar 2020

1. [25 toé€k] Preslikava ¢: Rs[z] — Rs[z] je dana s predpisom

¢(p)(x) = p(x) + zp/ (z).

a. [5 tock| Prepricaj se, da je ¢ linearna preslikava.
b. [10 toé€k]| Zapisi matriko, ki pripada ¢ v standardni bazi Rs|x].
c. [10 toé€k]| Poisdi lastne vrednosti preslikave ¢. Ali lahko ¢ diagona-
liziramo?
2. [25 toek]|
a. [10 tock| Utemelji: Ce sta X in y lastni vrednosti matrike A, potem
je A(\ + p) lastna vrednost matrike A ® A + A2 ® I.
-1 3
3 -1
dajoce lastne vektorje matrike A ® A+ A2 ® I.

b. [15 to¢k| Naj bo A = [ Poiséi lastne vrednosti in pripa-

3. |25 tock]| Izra¢unaj dvakratni integral

/11 (/OW(xQ —y) dy) dz.

4. |25 tock] Delec z maso m zaprt v pravokotnik s stranicama dolZin z in y
ima na neizotropni ravnini energijo osnovnega stanja dano z

h? 1 2

Kolik8ni naj bosta dolzini stranic tega pravokotnika, da bo pri njegovi
fiksni plos¢ini Ag = zy > 0 energija osnovnega stanja minimalna?
Namig: Pois¢i minimum funkcije E(x,y) pri pogoju xy = Ayp.
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5.4 2. Racunski izpit

Racunski izpit iz Matematike 1
13. februar 2020

1. [25 to&k| Naj bo a = [1,—1]T. Preslikava ¢: R? — R2*2 je dana s
predpisom
H(x) =ax' —xa'.
a. [5 tock| Pokazi, da je ¢ linearna preslikava.
Resitev:Vzemimo u,v € R? in «, 8 € R ter ra¢unamo po definiciji

dlau+Bv) = alau+ Bv)" — (cu+ Bv)a’
= a(au' —ua') + plav’ —va')
= ag(u) + Bo(v)

b. [10 to¢k| Zapisi matriko, ki predstavlja ¢ v standardnih bazah R?
in R2x2,
Resitev: Pora¢unamo sliki standardnih baznih vektorjev e;, es € R2
in jih izrazimo s standardnimi baznimi vektorji Fi1, E1o, Fo1, E22 €

R2><2
pler) = {_01 (1)} = E12 — Eo
ples) = [01 é} = FE13 — Ey

Matriko, ki predstavlja ¢ v standardni bazi, je potem

0 0
1 1
A= -1 -1
0 0

c. [10 tock] Poisc¢i bazi za jedro ker(¢) in sliko im(¢).
Resitev: Po Gaussovi eliminaciji dobimo

S o o
oo o

od koder lahko hitro ugotovimo, da je baza za jedro { {_11] }, baza za
. 0 1
sliko pa { {_1 O} }.

2. |25 toek] Naj bo
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a. [5 tock| Diagonaliziraj matriko A.
Resitev: Karakteristéni polinom je (1—\)%2 —9. Za lastne vrednosti
in lastne vektorje dobimo

1
M=4 : vi= {1]
)\2 =-2 : Vo = |:11:|

b. [5 to¢k| Na kratko utemelji, zakaj je matrika A ® A simetri¢na (tu
je misljena Kroneckerjeva vsota).
Resitev: Vemo, da za poljubne matrike A in B velja

(Ao BT =AT" @ BT
Potem lahko za dan A zapiSemo
(ADA)T = (AQI+IRA)T = ATRQIT+1"T0A"T = AQI+IRA = AGA,

ker sta A in I simetri¢ni matriki.

c. [15 toc¢k]| Dolo¢i matriko ranga 1, ki se v Frobeniusovi normi naj-
manj razlikuje od matrike A & A.
Opozorilo : Prosimo, da ne ra¢unate matrike A & A. Kdor bo eks-
plicitno ra¢unal matriko A @ A, dobi -5 tock.
Resitev:Ker je A® A simetri¢na matrika, so singularne vrednosti in
singularni vektorji matrike A @ A enaki lastnim vrednostim in (nor-
miranim) lastnim vektorjem. Za aproksimacijo ranga 1 potrebujemo
najvecjo lastno vrednost in pripadajo¢ lastni vektor, vemo pa, da so
lastne vrednosti A ® A vsote dveh lastnih vrednosti matrike A, lastni
vektorji pa Kroneckerjevi produkti lastnih vektorjev A. Tako lahko
ugotovimo, da je najveéja lastna vrednost A ® A enaka A1 + A\ = 8,
pripadajo¢ lastni vektor pa

Vi ®V1 =

— =

Za najboljSo aproksimacijo ranga 1 tako dobimo

111 1]=

[NCRI
= = =
N |
NN NN
NN N DN
NN
NN DN

Faktor 1/2 se pojavi, ker je lastni vektor vi ® v potrebno normirati,
da dobimo singularni vektor.

3. [25 tock] Izrac¢unaj volumen in masno sredis¢e obmodja

D={(z,y,2) : 2>0,y>0,2>0,2"+y> <1,z < a2 +y2 -2 —y*}
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Namig: Uporabi cilindriéne koordinate. ReSitev: V cilindriénih koordi-
natah lahko obmocje D opiSemo kot

D={(¢,r,2) : 0<¢p<—,0<r<1,0<z<r—r2},

il
4’

Prostornino lahko potem izra¢unamo z integralom (kjer upostevamo, da

je lJ[ =)
1 r—r?
V:/ 1dxdydz = / / / rdzdrde
D ¢=0 Jr=0J2=0

1
71' s 3 T
= - _d:
4/0r = oy

Za x-koordinato tezis¢a lahko zapiSemo integral

1 o4 (5 b’
Tt = —/ zdrdydz = —/ / / 72 cos(¢)dzdrdg
m Jp T Jp=0Jr=0J2=0

12v2 1
\F/ S —rtdr = —3\/5,
0 57T

INE)

s

kjer lahko zaradi homogenosti ena¢imo m = V. Zaradi simetrije lahko

v

sklepamo, da je y* = z*, za z-koordinato tezis¢a pa imamo integral

1 24 (% 1
¥ = —/ z dxdydz —/4 / / rzdzdrdeg
m Jp ™ Je=0Jr=0 0
1

(r—r?)? 1
= 3 . 7d = —
A " 2 T

Pri vseh integralih smo nekaj vmesnih korakov seveda izpustili.

. [25 to&k| Dana sta vektorja n,a € R™. Izmed vektorjev x € R", ki
leZijo na hiperravnini z ena¢bo n'x = 1, zelimo poiskati tisti vektor, ki se
po evklidski normi najmanj razlikuje od a (torej tistega, za katerega bo
|x — a||? minimalen).

a. [10 to€k] Odvajaj ustrezno Lagrangeovo funkcijo.
Resitev: Lagrangeova funkcija za ta problem je

L(x,\) =[x —a*> - An"x - 1)

Odvod po x je

g—i =2(x—a)’ —An'"
Odvod po A je seveda
a—L =1-n"x
ox

kar vemo Ze vnaprej.
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b. [15 toc¢k| Izpelji formulo za iskani x (v formuli seveda nastopata n
in a).
Resitev: Iz enacbe % = 0 lahko x izrazimo kot

x:§n+a

Ce ta izraz vstavimo v pogoj n'x = 1, dobimo

EnTn +n'a=1,

od koder lahko A izrazimo kot

T

l-n'a
PR
n'n
Pri tem smemo deliti z n"n = ||n||?, ker je to Stevilo (in o¢itno

tudi ||n|| # 0, saj sicer ne more veljati n"x = 1), ne moremo pa
v obi¢ajnem smislu deliti z n ali n', ker sta to vektorja. Konéni

rezultat je potem
l1-n'Ta
X=———-n+a
n'n
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5.5 3. Racunski izpit

Racunski izpit iz Matematike 1
7. avgust 2020

1. [35 to&k| Zapisimo polinom p € Ry[z] kot p(x) = ax? + bx + c. Preslikavi
n: R33 — Ry[z] in : Ry[x] — R3*3 sta dani s predpisoma

1
n(X):[x2 T l]X 1, 6(p) =
1

(S~}
o e
o o

a. [10 toc¢k| Preveri, da je 7 linearna preslikava. (Linearnosti 6 ni po-
trebno preverjati.)
Resitev:Preveriti moramo, da n ohranja linearne kombinacije. Ozna-
¢imoa' = [22,2,1] in bT = [1,1,1]. Potem je n(X) = a” Xb in velja

n(aX+pY)=a'(aX+pY)b=caa'Xb+pa'Yb =anX)+snY)

za poljubni matriki X,Y € R3*3 in skalarja a,3 € R, 1 je torej
linearna.

b. [15 to€k]| Dolo¢i dim(ker n) ter dim(ker 8).
Resitev:Velja

U(En) = 22 , ﬂ(E21) =z in W(Ein) =1,

kjer so I;; standardne bazne matrike R3*3. Ker im# vsebuje bazo
Ro[z], je imn = Ry[z]. Torej dim(imn) = 3 in dim(ker n) = dim(R3*3)—
dim(imn) =9 -3 =6.

Pri 6 takoj vidimo, da je edina reSitev enacbe 0(p) = 0 (z matriko 0
na desni) polinom p = 0. Torej je dim(ker #) = 0.

c. [10 to¢k] Ali je 3 lastna vrednost 6 o n?
Resitev:Pisimo

a b ¢
X=1|d e f
g h i
Potem je

a+b+c a+b+c a+bdb+c
@om)(X)=0n(X))=|d+e+f d+e+f d+e+f
g+h+i g+h+i¢ g+h+i

Posebej je
1 1 1 3 3 3 1 1 1
(@om)[ |0 O O =10 0 0|=3|0 0 0},
0 00 0 00 0 0 0

kar pomeni, da je 3 lastna vrednost 8 o 7.
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2. [35 to¢k| Naj bo D C R? omejeno obmoéje nad ravnino z = 0, ki ga do-
bimo, ¢e valj 22+%? = 1 odreZemo s sfero £2+y?+22 = 2, tj. obmodje med

krogom 22 + y? < 1 v xy-ravnini ter grafom funkcije z = /2 — 22 — y2.
Izracunaj maso telesa, ki ga dolo¢a D, ¢e je gostota v tocki (x,y, z) enaka

plz,y,2) =142 +4°
Resitev: Izra¢unajmo pripadajo¢ trojni integral v cilindri¢nih koordina-
tah. Gostota je enaka

p(rcosp,rsingp, z) =1+ 72,

Masa je torej

27 1 V2—r2 1
mz/ d<p/ dr/ (1+7‘2)TdZ=27T/ r(1+7r%)V/2 —r2dr
0 0 0 0
1 2 A
= —77/ (3—t)\/£dt:7r/ (3612 —¢*/%)at = 3(3\/5—2),
2 1

kjer smo v drugi vrstici uvedli novo spremeljivko t = 2 — r2.
3. (30 tock]

a. [20 to€k| Naj bo d > 0 realno $tevilo, A € R"*™ pa simetri¢na pozi-
tivno definitna matrika. Poi3¢i/opisi najmanjSo in najvecjo vrednost
f(x) = x" Ax pri pogoju ||x|| = d.

Namig: Naloge se loti z Lagrangeovo metodo.
Resitev: Pripadajoc¢a Lagrangeova funkcija je

L(x. ) = £(x) = A(|xIJ* = d%) = x" Ax = A(|Jx])* — @),

kjer smo vez ||x|| = d zaradi laZjega rac¢unanja zamenjali z ||x||> = d>.
Kandidati za ekstreme so stacionarne tocke Lagrangeeve funkcije.
Najprej odvajamo:

a—L =2x"A - 2)x',
ox

oL 5 o

— = —d-.

= I

Ce odvod po x enadimo z 0T, dobimo Ax = Ax, tj. x je lastni
vektor matrike A za lastno vrednost A. Ce odvod po A enacimo z 0,
ugotovimo Se, da je ta lastni vektor dolzine d. Stacionarne tocke L so
torej lastni vektorji matrike A dolzine d. Vstavimo tak lastni vektor
x (s pripadajoc¢o lastno vrednostjo A) v f:

f(x)=x"Ax = x"Ax = Ax"x = A||x||> = A\d°.
Med temi (najve¢ n) vrednostmi je najmanj$a Anind?, najvecja pa

Amaxd?, kjer sta Amin in Amax Dajmanjsa in najvedja lastna vrednost
matrike A.

74



a. [10 tock] Poisdi najvedjo in najmanjso vrednost funkcije f pri pogoju
||| = d v konkretnem primeru

1 -1
A:[ 1 3] ter d=2.

Resitev: Po (a) moramo poiskati le lastne vrednosti matrike A. V
tem primeru sta to Ay = Apin = 2 — V2 ter Ao = Apax = 2 + V2.
Najmanjsa in najvecja vrednost funkcije f je torej Apind? = 8 —41/2
ter Amaxd? = 8 + 4v/2.
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