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Uvod

Naloge na naslednjih straneh so prirejene iz nalog, ki so se pojavljale na kolokvijih
pri predmetu Diskretne strukture za Studente univerzitetnega studija racunalnistva in
informatike na FRI med leti 2011 in 2018. Ponavljanju nalog, ki jih reSujemo na vajah,
sva se skusSala izogniti, ker se zdi tako podvajanje nepotrebno. Nalog z vaj v tej zbirki
torej ni, razen nekaj redkih izjem, ki so se s kolokvijev z leti preselile na vaje.

Pri sestavljanju nalog za kolokvije so sodelovali Stevilni asistenti, ki so na FRI pouce-
vali ali Se poucujejo ta predmet, za kar se jim iskreno zahvaljujeva.

Dragi Studenti. To Studijsko gradivo ni recenzirano in gotovo so se v resitve nalog
prikradle napake. Ce mislite, da je kaksna resitev napacna, ste vabljeni, da se oglasite
na govorilnih urah.

Za lazjo navigacijo po dokumentu so na voljo bliznjice. Ce kliknete na simbol < ob
nalogi, boste sko¢ili do resitve. Ce kliknete na simbol 4* ob resitvi, se boste vrnili k
besedilu naloge. Vseeno priporocava, da nalogi posvetite nekaj casa, preden se lotite
branja resitve.






Oznake

p,q,r .. izjavne spremenljivke
—p .. negacija,nep
pAq .. konjunkcija, ping
pVq .. disjunkcija, palig
p=¢q .. implikacija,iz p sledigq
p<q .. ekvivalenca,iz p sledig
pYq .. ekskluzivniali, alipalig
p14q .. Schefferjev veznik, nand, ne (p in q)

plg .. Peirceov veznik, nor, ne (p or q)
IN ... mnozica naravnih Stevil
Z ... mnozica celih stevil
[P ... mnoZzica prastevil

AUB .. unijamnoZic Ain B

ANB .. presek mnozic Ain B

A\ B ... simetri¢na razlika mnozic A in B
A¢ ... komplement mnozice A
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|A| ... mo¢ mnozice A
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lem(a,b) ... najmanjsi skupni veckratnik Stevil ain b

la] ... celidelstevilaa
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POGLAVJE 1
Izjavni ra¢un

NaLoga 1. ¢
Po tekmi se navijaci Simon, Urban, Tomaz in Zoran v krémi pri Veseli Ani dogovarjajo,
kdo bo Sel v Juzno Afriko. Ko jim prinese pijaco, vesela Ana slisi naslednje ugotovitve:

e Ce bo Sel v Juzno Afriko Zoran ali Urban, potem bo Sel tudi Simon, ampak
Tomaz bo ostal doma.

e Ce gre Urban v Juzno Afriko, potem gresta tudi Zoran in Tomaz.

e Ce gre v Juzno Afriko Tomaz, bo doma ostal Simon ali pa Zoran.

Vesela Ana pravi: "Urban, ti bos ostal doma."Ali je sklepala pravilno?

NALoGA 2. &L
Primoz, Robert, Samo in Tilen se pogovarjajo, kdo Ze ima opravljen izpit iz DS. Ugoto-
vijo naslednje:

e Primoz ima opravljen izpit natanko tedaj, ko ga Robert nima.

e Ce ima Robert opravljen izpit, potem ga ima tudi Tilen.

e Ce ima opravljen izpit Primoz ali Robert, potem ga ima tudi Samo.
e Bodisi ima Robert opravljen izpit, bodisi ga Samo nima.

Kdo od teh stirih Studentov Se nima opravljenega izpita iz DS?

Naroga 3. \Y
Poisci vse izjavne izraze X odvisne od p in g, za katere je izraz

~pe@eX)VpAg
tavtologija. Ali obstaja tak izraz X, da bo zgornji izraz protislovje?

Navrogca 4. \
Poisci vse izjavne izraze X odvisne od p in g, za katere je izraz

_|p/\XVq/\_|(p©X)
protislovje. Ali obstaja tak izraz X, da bo zgornji izraz tavtologija?

Naroga 5. v
Dvomestni izjavni veznik = definiramo kot p = g = —(p = 9).

a. Zapisi resni¢nostno tabelo veznika =.

b. Zapisi izjavne izraze —p, p V q in p & g z uporabo veznikov = in #.

c. Kateri od naborov {=,#}, {V,#} in {&,#} so polni nabori izjavnih veznikov?
NaLoga 6. v
Dvomestni veznik <= definiramo kot negacijo nasprotne implikacije,

pFg=-(q=p)

a. Ali je {<} poln nabor?
b. Ali je {<, =} poln nabor?
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c. Izrazi A in V samo z veznikoma <= in =.

Navroga 7. \Y
Dan je nabor logi¢nih veznikov {V,=}.

a. Izrazi in zapisi 1 in p & g samo z uporabo V in =.
b. Dokazi, da je {VY,=} poln nabor.

Naroga 8. <L
Dvomestna izjavna veznika # in »* sta definirana s predpisoma

p#q = -pAq In p*xq =pA-q.

a. Izrazi p A g samo z veznikom # in logi¢no konstanto 1.
b. Kateri od naborov {#}, {0,#}, {A, V, #}, {—, #} so polni?
c. Kateri od naborov {x}, {1,%}, {#,%}, {—, %} so polni?

Naroga 9. v
Tromestni izjavni veznik A je dan s predpisom

Alp,gr)=(p=q) AT,

a. Poisci vse izjavne izraze X (v odvisnosti od p in g), za katere je A(p,q, X) proti-
slovje.

b. Ce lahko le z uporabo A izrazi$ kateregakoli od zgornjih X, potem lahko le z
uporabo A izrazis protislovje. Dokazi.

c. Pokazi, da se z A ne da izraziti protislovja.

Naroca 10. v
Dan je tromestni izjavni veznik A(p,q,r) = p = (=g = —r).

a. Zapisi izjavne izraze 1, p = q in p = (r = q) le z uporabo veznika A.
b. Kateri od naborov {A}, {A, 0}, {A, A}, {A,=} in {A, =} so polni?

Naroga 11. <
Dan je tromestni izjavni veznik A(p,q,r)=pAg=r.

a. Izrazi konstanto 1 in implikacijo p = q z uporabo samo veznika A.
b. Izrazi p A g ter p V g z uporabo veznikov A in —.
c. Ali je kateri od naborov {A}, {A, 1}, {A, 0}, {A, =} poln?

Naroga 12. <L
Tromestni izjavni veznik A definiramo z naslednjim opisom
Alp,g,1)=pV (g AT)
a. Ali lahko z vezniki nabora {A, 1} izrazis ekskluzivno disjunkcijo? Kako (na ¢im
krajsi nac¢in) oziroma zakaj ne?
b. Ali lahko z vezniki nabora {A, 1} izrazi$ implikacijo? Kako (na ¢im krajsi nacin)
oziroma zakaj ne?
c. Kateri izmed naborov

{A}, {A, 1}1 {A, O}, {A, <:}1 {Ar M}, {A, _'}
so polni in kateri ne?

Naroga 13. <L
Dan je tromestni izjavni veznik A(p,q,r)=p =qV —r.

a. Izrazi implikacijo = samo z uporabo veznika A.
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b. Kateri od naborov {A}, {A,=}, {A, =}, {4, Y}, {4, V} so polni?

Naroga 14. <
Dan je tromestni izjavni veznik A(p,q,r)=pAg=pAr.

(a) Alije {A} poln nabor?
(b) Kateri od naborov {4, 0}, {A, 1}, {A, =} so polni?

Naroga 15. \
Dan je tromestni izjavni veznik A(p,q,r)=pVr=pAqgATr.

a. Izrazi implikacijo p = g in ekvivalenco p < ¢ samo z uporabo veznika A.
b. Izrazi A samo z vezniki —, V, A.
c. Kateri izmed naborov {A}, {1, A}, {A, =} so polni in kateri ne?

Naroga 16. g
Tromestni logi¢ni vezik A je dan z opisom:

A(p,q,r) je resnicen takrat, ko sta en ali dva izmed p, g in r resnicna.

a. Izrazi A(p,q,r) le z uporabo veznikov —, A in V.
b. Izrazi veznik V le z uporabo A.
c. Kateri izmed naborov {4, v}, {A}, {A, -} in {A,=} so polni nabori?

Naroga 17. \
Naj bo A tromestni izjavni veznik definiran z A(p,q,7) = (p Aq) V (=g A —=r).

a. Kateri izmed naborov {A}, {4, A}, {A, 1}, {4, 0} so polni?
b. Zaporedje A, je definirano rekurzivno z

Ay = p

A2 = —|p

Ay = AlAuy 0,A,-2)

Izracunaj Ajgg.

Naroga 18. \
Tromestni izjavni veznik V je dan z opisom: Izraz V(p,q,r) je resni¢en natanko tedaj,
ko imata natan¢no dva izmed p, g in r isto logi¢no vrednost.

a. Zapisi resni¢nostno tabelo za V(p,q,1).
b. Z uporabo veznikov V in & zapiSi izjavna izraza p V g ter =p V —q.
c. Kateri izmed nastetih naborov izjavnih veznikov so polni nabori:

{(VIAV, 0L {V, 1L{V, AL{V, VLV, &)

NaLroga 19. <
Tromestni izjavni veznik C je dan s predpisom

Clpgr)=(p=9) A(-p=>r1).

a. Zapisi C(p,q,r) v konjunktivni in disjunktivni normalni obliki.

b. Z uporabo C in logi¢ne konstante 1 zapisi izjavne izraze p Aq, p V q ter p = g.

c. Kateri od naborov {C}, {C, 1}, {C,0,1}, {C,0,A} in {C, -} so polni nabori izjavnih
veznikov?
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Naroga 20. \
Ali je sklep

p=>tVr, g=tVs, r=-s E pAg>t
pravilen? Ce je pravilen, ga dokazi s pomo¢jo pravil sklepanja, ¢e je napacen, poisci
protiprimer.

Naroga 21. <L
Ali sta spodnja sklepa pravilna? Pravilne sklepe dokazi, za napa¢ne pa poisci protipri-
mer.

pY(gATr),t=>rVs tear,q=>-s,uVt E  p,
p

< I<

(qAT), t=rVs, toar,q=-s,uVt E t=p.

Naroga 22. <3
Eden od spodnjih sklepov je pravilen, drugi pa napacen. Pravilnega dokazi za napac-
nega pa poisci protiprimer.

pVg p=>-(rVvs), tV-q E r=t,
pVgqg p=>-(rvs), tVvaq E r=s.

Naroga 23. g
Prepricaj se, da sklep
-sVp,p=t —qr=t E —rA(s=t)
ni pravilen. Katerega od spodnjih izjavnih izrazov naj dodamo med predpostavke, da
dobimo pravilen sklep:
g=>t, gt t=rt=-r?
Zapisi dokaz dobljenega pravilnega sklepa.

NaLoGa 24. ) L
Ali je kateri od spodnjih sklepov pravilen? Ce je, ga dokazi, sicer pa pois¢i protiprimer.
pVvVgq, pVr=-q sVr [E -—p=s5,
pvVgVv-t, pVr=-q, sVr [E -p=t
NaLoga 25. ) <L
Za vsakega od spodnjih sklepov ugotovi, Ce je pravilen. Ce je, ga dokazi, sicer pa poisci

protiprimer.
pVq rAs,p=-r, sVt=-q9 E -t

pVq rAs,p=-r,-sVt=-q E L

NaLoga 26. <
Ali je sklep
pAq=1Vs, sV(arA(-g=1) E -s=>(-pVt)
pravilen? Kaj pa sklep
pAq=1rVs, sV (arA(ng=1t) E —s=>(pVi)y
Pravilnega dokazi, za napacnega pa poisci protiprimer.

Naroga 27. ) \Y
Ali je kateri od spodnjih sklepov pravilen? Ce je, ga dokazi, sicer pa pois¢i protiprimer.
(=tVq)Vr, at=>-p,p=>-r E p=>>qVs,

(-=tVq)Vr, at=>-p,p=>-s E p=4qVs.
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NaLroga 28. \
Ali je kateri izmed sklepov

pA(rVvs), (=tVr)=-p, (sAq)=>(-tVu) E q=u,

pA(rVvs), (=tVr)=-p, (sAq)=(-tVu) E u=yq,
pravilen? Pravilne sklepe dokazi s pravili sklepanja, za napac¢ne najdi protiprimer.
Naroga 29. \

Ali je sklep
—q=-pVr,q=-p, =(sAr) E (p=-s)A(s= —p)
pravilen? Ce je pravilen, ga dokazi s pomodjo pravil sklepanja, e je napacen, poisci
protiprimer.
Naroga 30. v

Ali je sklep
pVt, tVu=rVs, t=-s E pVr

pravilen? Kaj pa, ¢e zakljucek zamenjamo s p? Pravilen sklep dokazi s pomocjo pravil
sklepanja, za napac¢nega poisc¢i protiprimer.
Naroga 31. \
Dokazi pravilnost spodnjega sklepa z uporabo pravil sklepanja:
rVs=>qgAr,rVsVt,atAr=p E at=pAq.
Naroga 32. \
Ali je kateri izmed spodnjih sklepov pravilen?
r=qVt, t=-p, —-qV-p, p=>r E p,
r=qVt, t=>-p, —-qV-p, p=r E -p.
Poisci protiprimer ali pa dokazi s pomocjo pravil sklepanja.
NaLroga 33. 5 \
Ali je kateri od spodnjih sklepov pravilen? Ce je, ga dokazi, sicer pa pois¢i protiprimer.
a.pVq, q=-r,-pVr,sV(pesq) E sV,
b.pVvg q=-r,-p=r,pY¥Ygq ~(sVr) E —q.

NaALoGA 34. <
Dan je sklep
sVp,p=>t g r=t E (rvs)=>t.

a. Utemelji, da ta sklep ni pravilen. Zapisi protiprimer.
b. Katerega od spodnjih izjavnih izrazov naj dodamo med predpostavke, da do-
bimo pravilen sklep?

S=>PAG, p=>qgAS, q=>DpAs
Zapisi formalen dokaz dobljenega pravilnega sklepa.

Naroga 35. \
Dani sta predpostavki P, = p Vrin P, =q = —p ter zaklju¢ki Zy =pAg, Z, =g=rin
Z3 = —r.
a. Kateri od spodnjih sklepov so napac¢ni? Za vsak napacen sklep poisci protipri-
mer.

p,pn EFE 2z, PP E Z in P,P E Z.
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b. Kateri od zgornjih sklepov so pravilni? Vsak pravilen sklep dokazi.
c. Za katero predpostavko P; bodo vsi spodnji trije sklepi pravilni?

P, PP E Z, P, PP EF 2, in P PP E Z.
NaLoga 36. <

Dan je sklep
pA—-q=T1, pVs, q=t, =t E tVr.

a. Pokazi, da zgornji sklep ni pravilen.
b. Katero od predpostavk
P125St, P2252—|t, P3:—|Sﬁt, P4:—|S:>—|t

naj dodamo, da bomo dobili pravilen sklep? Dobljen pravilen sklep tudi for-
malno dokazi!



POGLAVJE 2

Predikatni raé¢un

Naroga 37. <
Katera izmed spodnjih formul je splosno veljavna?

Vx(P(x) A =Q(x)) = Jx(P(x) = Q(x)),

Vx(P(x) A =Q(x)) = Ax(Q(x) = P(x)).

A
B

Za vsako pokazi, da je splosno veljavna ali pa najdi interpretacijo, v kateri ima formula
logi¢no vrednost 0.

NaLoga 38. <
Dani sta formuli

A
B

Yz3y (R(z,v) VYw=R(y,w)),
Vxdy R(x,y) VIxVy R(x, p).

Ali sta enakovredni? Ali je katera od njiju splosno veljavna (tj. enakovredna logi¢ni
konstanti 1)?

Naroga 39. v
Naj bosta P in R dvomestna predikata. Dane so izjavne formule:

A = dAx(YyP(x,y) = Yy R(x,7)),
B = 3Ax(YyP(y,x) = Yy R(x,7)),
C dAx(Vy P(x,y) = Yy R(y, x)).

a. Utemelji, da sta izjavni formuli A in B enakovredni.
b. Pois¢i interpretacijo, v kateri imata izjavni formuli A in C nasprotni logi¢ni
vrednosti.

Naroga 40. \
Katere izmed spodnjih formul so med sabo enakovredne. Utemelji.

A = Jx(VyP(x,y) = Iy R(x,)),
B = dy(VxP(x,y) = IxR(x,7)),
C = dxVyP(x,y)=dxdyR(x,p).
Naroga 41. <

Katere izmed izjavnih formul

A = Fx(P(x)V Q(x)),
B = dxP(x)Vv3xQ(x),
C = 3JxP(x)vIyQ(y),

so enakovredne?



16 Predikatni racun

NaLroga 42. <
Ali sta izjavni formuli A in B enakovredni? Kaj pa C in D?

A = Vxdy (P(x) A Q(x,y) = R®))

B = JyVx (P(x) AQ(x,y) = R(y)),

C = 3xVy (P(x) AQWY) = R(x)),

D = VyIx (P(x) A Q@,y) = R(x).
Naroga 43. \Y

Katere od izjavnih formul A, B, C in D so enakovredne in katere ne? Ce je potrebno,
poisci ustrezne interpretacije.

= dxP(x) AdxQ(x),
= =Yx(=P(x) Vv -Q(x)),
Ay P(y) A =¥x=0Q(x),
= (YxP(x) AVxQ(x)).
NaLoGa 44. . <
Za izjavne formule A, B, C in D ugotovi, ali so paroma enakovredne. Ce sta dve for-

muli enakovredni, to dokazi s preoblikovanjem po zakonih izjavnega in predikatnega
racuna, sicer pa pois¢i interpretacijo, v kateri se razlikujeta.

S0 w >
1

A = 3Jx(P(x) = Q(x)) vIx (=P(x) = Q(x)),
B = dx(P(x) = Q(x)),
C = dxP(x)=3dx Q(x),
D = 1.
NaLoga 45. v

Dane so izjavne formule
U =Vydx(P(x) = R(x,v)),
V =Vy(dxP(x) = dxR(x,v)),
W =Vy(VxP(x) = dzR(z,p)).
Kateri pari zgornjih izjavnih formul so enakovredni? Zakaj?

NaLoga 46. \Y
Dane so izjavne formule

A = VYz3xVy (Q(z) = P(x,v)),
B = 3AxVYyVz (Q(z) = P(x,)),
C = VyV¥zdx (Q(z) = P(x,p)).

a. Pokazi, da sta formuli A in B enakovredni.
b. Poisci interpretacijo s podroc¢jem pogovora D = IN, ki pokaze, da formuli A in C
nista enakovredni.



POGLAVJE 3
Mnozice

NaLroga 47.
Ali velja enakost

(A+C)NB=(AUB)\(ANC)?
Ali velja vsebovanost

(A+C)NBC(AUB)\(ANC)?

NaLoga 48.
Ali velja enakost

A+B+C=(A+B)NC° U (A+C)NB° U (B+C)NA*?
Kaj pa, ¢e je ANBN C = @? Ce velja enakost, jo dokazi, sicer pa poié¢i protiprimer.
NaLroga 49.
Pokazi, da velja vsebovanost
(ANB)x(CUD)C((AxC)U(BxD))N((AxD)U(BxC))
in ne velja enakost
(ANB)x(CUD)=((AxC)U(BxD))N((AxD)U(BxC)).
Nato pokazi, da pri pogoju A + B = @ enakost velja.

NaLoga 50.
Pri poljubno izbranih mnozicah A, B, C definiramo tudi mnozZici

L=(A\B)U(BNC)\A in D=A+(BnCQ).
a. Ali sta mnozici L in D enaki?

b. Alivelja L C D?
c. Denimo, da velja ANB C C. Ali v tem primeru velja enakost L = D?

Naroca 51.
Za poljubne mnozice A, B in C definiramo Se mnozice

M; =A\(BUC),

M, =(A+B)NC,

Mz =(A+C)NB.
a. Pri katerih pogojih so mnozice M;, M, in M3 paroma disjunktne?
b. Utemelji, da velja M UM, UM3=A+B+C.

NaLoGA 52.
Dane so mnozice

X=A+B+C,

Y =(A\(BNC)) U (B\(CNA)) U (C\(ANB)),
Z=(A\(BUC)) U (B\(CUA)) U (C\(AUB)),
W=((AUB)\C) n (BUC)\A) N (CUA)\B).
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a. Narisi Vennov diagram za vsako od teh Stirih mnozic.
b. Ali je mnozZica X enaka kateri od mnozic Y, Z, W? DokaZi ali pois¢i protipri-

C. Xlleirset.a kateri od mnozic Y, Z, W enaki? Dokazi ali poisci protiprimere.
NaLoga 53. €5
Pri katerih pogojih za mnozici A in B je resljiv sistem neenacb z mnozicami

AUBCXNA,
XUACXNB?
Kaj so resitve?
Naroga 54. \
Za dane mnozice A, B in C opazujemo spodnji sistem enacb z neznanko X.
AUX =BNX

BNX=AUCuUX

a. Poisci vse resitve X, ceje A=1{1,2}, B={1,2,3,4} in C = {3}.
b. Kaj mora veljati za mnozZice A, B in C, da bo ta sistem resljiv? Opisi vse resitve
X. V katerem primeru je resitev X enolicna?

NaLoGa 55. <
Naj bodo A, B, C dane mnoZice in X neznana mnozica. Za sistem
XUuC=AnX
BNX=C\A
doloc¢i pogoje za resljivost. V primerih, ko je sistem resljiv, poisci vse resitve.
NaLroga 56. g

Odlo¢i, kaj mora veljati za mnozici A in B, da bo spodnji sistem resljiv, nato pa poisci
vse mnozice X, ki resijo ta sistem!

A+(XNB)=A+B,

XUAUB=A.

NaLoga 57. ¢
Resi sistem enacb:

ANX=ANC,

XUC=C\B.
Naroga 58. \
Naj bodo A, B, C dane mnoZice. Kdaj je resljiv spodnji sistem enacb?

AUC=ANX,

BNCU((X\A4)=A\X.

V primeru, ko je sistem resljiv, poisci vse resitve.
Naroga 59. \
Naj bodo A, B, C dane mnozZice in naj bo X neznana mnoZica. Ugotovi, kdaj je spodnji
sistem enacb resljiv, in poisci vse njegove resitve.

AUX =B\X,

XUC=BnX,

ANX=C\X.
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NaLoga 60. \
Naj bodo A, B in C dane mnozZice, X pa neznana mnozica. Kdaj je resljiv sistem enacb
BNC=AUX,

BUX=ANC.

V primerih, ko je sistem resljiv, poisci vse resitve.
Naroga 61. \

Naj bodo A, B in C poljubne mnozice. V kaksnem primeru velja enakost
(CUA)NB=(CNB)UA?
S pomocjo analize zgornjega primera resi sistem enacb z mnoZicami
(XUA)NB=(XNB)UA,
AUX=BnNX,
kjer je X neznana mnoZica.
NaLoGga 62. <3

Za dane mnozice A, B in C ter neznano mnozico X opazujemo spodnji sistem enacb z
mnoZzicami

A+B=XnNC,
AUX=A\C.
a. Recimo, da sta A in B disjunktni. Pri katerih pogojih je sistem v tem primeru
resljiv? Kaj so resitve?
b. Pri katerih pogojih je sistem resljiv brez dodatnih predpostavk? Kaj so resitve?






POGLAVJE 4

Relacije

NALOGA 63. <
Na mnozici A =1{1,2,3,4,5,6} je podana relacija R s predpisom

xRy natanko tedaj, ko je izraz x> +p deljiv s 3.

a. Narisi grafa relacij R in R.

b. Ali je relacija R simetri¢na? Ali je R delna urejenost?

c. Alije katera od relacij R oziroma R? ekvivalenéna?

d. Ali obstaja m >0, da velja 1 R 1? Ali obstaja n > 0, da velja 2R" 2?

NALOGA 64. <
Na mnozici A ={1,2,3,4,5,6} definiramo relacijo R z opisom:

aRb natanko tedaj, ko ima enacba ax + by = 3 celostevilske resitve,
in relacijo S =RUidy,.

a. Narisi grafe relacij R,R? in S.
b. Za relaciji R in S ugotovi, ali sta refleksivni, simetri¢ni, tranzitivni.
c. Ali je katera od relacij iz prejsnje tocke ekvivalencna?

NALOGA 65. <
Na mnozici A ={1,2,3,4,5,6} definiramo relacijo R s predpisom

aRb natanko tedaj, ko a deli b ali b deli a.

a. Narisi grafa relacij R in R.
b. Za vsako od relacij ugotovi, ali je refleksivna. Je katera simetri¢na? Tranzitivna?
c. Ce je katera od relacij ekvivalen¢na, potem poisci vse ekvivalenéne razrede.

NAaLoGA 66. <L
Na mnozici A={1,2,3,4,5,6,7,8} je relacija R podana s predpisom

aRb natanko tedaj, ko je a + b liho prastevilo.

(a) Alije R refleksivna? Ali je simetri¢na? Ali je tranzitivna?
(b) Narisi grafa relacij R in R?.
(c) Koliko ekvivalen¢nih razredov dolo¢a relacija R??

NaLoga 67. €5
Na mnozici stevil A ={1,2,3,4,5,6,7,8,9} definiramo relacijo R s predpisom

aRb natanko tedaj, ko imata a in b v trojiSkem zapisu isto vsoto Stevk.

a. Zapisi trojiSke zapise Stevil iz A.
b. Narisi graf relacije R.

c. Ali je R ekvivalencna relacija?
d. Ali je R delna urejenost?
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Naroga 68. <
Na mnozici {3,4,5,6,7,8,9,10,11,12} definiramo relacijo R:

aRb natanko tedaj, ko je gcd(a, b) > 2.

a. Nari$i grafa relacij R in R?.
b. Ali je katera izmed relacij R, R? ekvivalen¢na relacija? Ce je relacija ekviva-
len¢na doloci ekvivalenc¢ne razrede, sicer pa obrazlozi, zakaj ni ekvivalencna.

NaLoGa 69. <
Na mnozici stevil IN'\ {0} definiramo relacijo R:

aRb natanko tedaj, ko je gcd(a, b) > 3.

a. Pokazi, daje RC R2.
b. Ali je relacija R simetri¢na, refleksivna ali tranzitivna? Ali je ekvivalen¢na?
c. Alije relacija R? simetri¢na, refleksivna ali tranzitivna? Ali je ekvivalen¢na?

Naroga 70. \Y
Na mnozici naravnih $tevil IN je dana relacija:

aRb natanko tedaj, ko a deli b2

a. DokaZzi, da je relacija R refleksivna.
b. Alije R tranzitivna? DokaZzi ali pa pois¢i protiprimer!
c. Dokazi implikacijo: Ce obstaja k € N, da a deli b2, potem velja aR*b.

Naroga 71. <3
Na mnozici IN x IN definiramo relacijo R s predpisom

(a,b)R(c,d) natanko tedaj, ko je (c—a)(d -b) € {-1,1}.

a. Poisci vse (c,d), za katere je (10,10)R(c, d).
b. Pokazi, da je relacija R* simetri¢na, tranzitivna in refleksivna.
c. Poisci ekvivalenéne razrede relacije R*.

Naroga 72. \
Naj bo IP mnozica prastevil. Relacija R na naravnih stevilih razen 0 naj bo podana s
predpisom

aRb natanko tedaj, ko za vsa prastevila p € P velja (pla & plb).

a. Alije 6R24? Kaj pa 8R24?

b. Pokazi, da je R ekvivalencna relacija.

c. Dolo¢i ekvivalen¢ni razred Stevila 2. Opisi Se ekvivalencni razred Stevila 2018.
d. Ali obstaja ekvivalen¢ni razred z enim samim elementom?

NaLoga 73. <
Na mnozici celih §tevil Z definiramo relacijo R z opisom:

aRb natanko tedaj, ko je a® < b°.

a. AliveljalR2,-2R1,1R -3?
b. Prepricaj se, da je relacija R refleksivna in tranzitivna.
c. Alije R simetri¢na? Je R antisimetricna? Zakaj oziroma zakaj ne?

Navroga 74. \Y
V mnozici celih Stevil Z je dana relacija

xRy natanko tedaj, ko 7 deli x> — y°.
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a. Dokazi, da je relacija R ekvivalen¢na.
b. Dolo¢i ekvivalen¢ni razred [1]?
c. Doloc¢i moc¢ faktorske mnozice Z/R.

NaLroga 75. <
Na mnozici vseh besed iz ¢rk x, y in z definiramo relacijo
aRp natanko tedaj, ko je a’ = p/,

pri cemer dobimo besedo a’ iz besede a tako, da izpustimo vse zaporedne ponovitve
iste ¢rke. Na primer, (xxyyxzz)' = xyxz, xyyzzz Rxxxyyzz in = xyz Rzyx.

a. Izracunaj (xyyzzzyyx)’.

b. Ali je yxzzyxxy Ryxxyyxzz? Ali je xzy Rzxxy?

c. Alije R refleksivna, simetri¢na ali tranzitivna?

d. Alije R ekvivalen¢na? Ce je, potem dolo¢i [x].

NaLroga 76. v
Na mnozici besed B definiramo relacijo R z naslednjim opisom:

beseda «a je v relaciji z besedo 8, aRp, ¢e lahko besedo S sestavimo iz ¢rk
besede a z uporabo najvec¢ enega dodatnega znaka (¢rke).

Tako je hrastRtrak, vendar —(hrastRkrak) in —(hrastRstrop).

a. Denimo, da velja aRp. V kaksni zvezi sta dolZini besed « in f?
b. Narisi graf relacije R v primeru, ko je

B = {klop, lok, oko, pot, prostor, roka, rosa, cola, rotor, top, zora}.
c. Dolo¢i (opisi z besedami) relacijo R N R™! za splosen B. Lahko si pomaga$ z
grafom iz prejsnje tocke.
Naroga 77. <3
Na mnozici IN'\ {0} je dana relacija R z opisom
aRb ... ain b imata enako Stevilo prafaktorjev.

Prafaktorje Stejemo z veckratnostjo. Na primer, 5R7 in 28R45, vendar —(14R28).

a. Ali velja 2R61, 4R62, 25R30?

b. Preveri, da je R ekvivalencna relacija.

c. Pois¢i najmanjse Stevilo v [2019]g.

d. Ali obstaja ekvivalen¢ni razred z enim samim elementom?

Naroga 78. <
Na mnozici A={1,2,3,4,5,6,7,8,9} je dana relacija R z opisom

aRb & ainbimata vsaj en skupen prastevilski delitel;.

Narisi graf relacije R.

Ali je R refleksivna, simetri¢na, antisimetri¢na ali tranzitivna?

Ali je R ekvivalenéna relacija? Ali je R delna urejenost?

Poisci kaksno podmnozico M C A z vsaj Stirimi elementi, za katero velja, da sta
vsaka dva elementa iz M v relaciji R.

NaLoga 79. €5
Naj bo A mnozica celih Stevil od 10 do 99; A ={10,11,...,98,99}. Naj xy pomeni dese-
tiski zapis Stevila iz A. (Za 42 € Aje torej x =4 iny = 2.) Na A definiramo relacijo R z
opisom:

oo op

xy Ruv natanko tedaj, kojex<ualipajex=uiny>v.
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a. Med stevili 79, 80, 82, 84 in 92 poisci urejene pare, ki so v relaciji.
b. Ali je relacija R refleksivna, simetri¢na ali tranzitivna?
c. Ali obstaja Stevilo n € A, za katerega velja mRn za vsa Stevila m € A?

NaLoga 80.
Na mnozici A = N\ {0} je dana relacija R z opisom
aRb & ain bimata najve¢ 3 skupne prafaktorje (Steto z veckratnostjo).

Tako je npr. 6R8 in 66R132, vendar —(132R264).

a. Ali velja 12R32, 36R72, 8R12, 16R32?

b. Utemelji, da je R simetricna. Ali je tranzitivna?

c. Alije relacija R ekvivalenc¢na?

d. Ali obstaja Stevilo, ki je v relaciji R z vsemi ostalimi Stevili iz A?



POGLAVJE 5

Funkcije

Naroga 81. \
Funkcija f : IN — IN je podana s predpisom f(0) =0 in
f(n) = vsota vseh razli¢nih pozitivnih deliteljev Stevila n.
a. Izracunaj f(n) zane{l,2,...,10}.

b. Poisci vse n, za katere je f(n) = 3.

c. Alije f injektivna. Ali je surjektivna? Je bijekcija?
NaLoga 82. <L
Preslikava f: IN — IN je dana z f(0) = f(1) =0,za n>1 pa z opisom

f(n) = vsota eksponentov potenc prastevil v prastevilskem razcepu stevila n.
Tako je na primer f(2) =1, f(10) = f(2!-51)=21in £(100) = f(22-5%) = 4.

a. Izracunaj f(6), f(7), £(8), f(9).

b. Ali obstaja tak n, daje f(n) = f(n+4)?

c. Alije f surjektivna?

d. Ali obstaja tak n, daje f(n) =n+4?
NaLroca 83. \
Za funkcijo f: IN — N velja: f(0)=0, f(1)=11in

f(n) = vsota kvadratov vseh razhénih prastevilskih deliteljev n

zan>1. Takoje npr. 20 =2-2-5, zato je f(20) = 2% + 52 = 29.

a. Izracunaj f(n) zan=2,3,...,12.

b. Poisc¢i n € N, za katerega je f(n) = 150.

c. Ali obstaja m € N, za katerega je f(m) = 8?

d. Alije f injektivna? Ali je f surjektivna?
Naroga 84. \
Preslikava f: N - Njedanaz f(0)=0, f(1)=1,za n> 1 pa z opisom

f(n)=vsota praétevil v prastevilskem razcepu n.

Tako je na primer f(2) =2, f(4)=f(2-2)=2+2=4, f(10)=f(2-5)=2+5=71in
£(100)= f(2-2-5-5) = 2+2+5+5_ 14.

a. Izracunaj f(6), f(7), £(8), f(9).

b. Alije f injektivna?

c. Alije f surjektivna?

d. Za katere n velja f(n) =n?

Naroga 85. \
Preslikava f: IN — IN je dana z opisom

f (n) = stevilo razli¢nih prafaktorjev v prastevilskem razcepu stevila n.
Tako je na primer f(0)=f(1)=0, f(4)=1, f(18)=2, f(60)=3, f(330) = 4.



26 Funkcije

a. Izracunaj f(16), f(24), f(80), f(90) in f(315).

b. Alije f surjektivna?

c. Dokazi, da za poljubni Stevili m,n € IN velja f(mn) < f(m) + f(n).
d. Ali obstajata naravni Stevili m,n > 2, daje f(m+n)> f(m)+ f(n)?

Naroga 86. v
Naj bo ¢: IN — IN Eulerjeva funkcija, tj.

@(n) = stevilo naravnih §tevil med 1 in n, ki so tuja n.

a. Pois¢i p(n)zane{l,2,...,10}.
b. Ali je ¢ injektivna? Surjektivna?
c. Dokazi, da za vse sode n velja
p(n)<n/2.
d. Aliza vse n > 3 velja
Plp(n) <n/22
NaLroga 87. \
Naj bosta preslikavi f,g: Z — Z podani s predpisoma
f(x)=x+8 in g(x)=—x.
a. Pokazi, da je f bijekcija in se x in f(x) razlikujeta vsaj za 3, tj. za vsak x € Z je
- F(x)] > 3.
b. Pokazi, da je g bijekcija in je razlika med x in g(x) poljubno velika, tj. za vsako
naravno Stevilo n obstaja x € Z, za katerega je |x — g(x)| > n.

c. Opisi kaksno bijektivno funkcijo h: Z — Z, za katero velja, da se x in h(x) raz-
likujeta vsaj za 3 in je razlika med x in h(x) lahko poljubno velika.

NaLoga 88. <L
Preslikava f : ZxZ — Z x Z je definirana s predpisom
floy)=(x+y,x-y).

a. Izracunaj f(1,1), f(1,2), f(2,1).

b. Poisci vse (x,y) € Z x Z, za katere je f(x,y) =(3,6).

c. Poisci vse (x,y) € Zx Z, za katere je f(x,y) =(3,7).

d. Ali je preslikava f injektivna. Ali je surjektivna? Je bijekcija?
NaLocga 89. <L
Preslikava f: IN — N je dana z f(0) =0, za n > 0 pa z opisom

f (n) = najmanjse prastevilo, ki je ve¢je od vseh prafaktorjev Stevila n.

Tako je npr. f(1)=2, f(2)=3, f(6) =5.
Preslikava F: IN — IN je definirana z F(n) = n- f(n).

a. Izracunaj f(n)zan=11,12,13,...,20.
b. Alije f injektivna? Ali je f surjektivna?
c. Alije F injektivna? Ali je F surjektivna?

Naroga 90. \
e Preslikava f: IN — IN je dana z f(0) = 0, za n > 0 pa z opisom

f(n) = najmanjse prastevilo, ki se ne pojavi v prastevilskem razcepu stevila n.
Tako je, na primer, f(2) =3, f(4) =3, f(10) = 3.

a. Izracunaj f(n)zan=11,12,...,15.
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b. Alije f injektivna? Ali je f surjektivna?
c. Poisci vse n € IN, za katere je f(n) > n.
d. Preslikava F: IN — N je definirana z F(n) = n - f(n). PoiS¢i vse reSitve enacbe
F(n) =42.
e. Alije F injektivna? Ali je F surjektivna?
NaLoga 91. <L
Preslikavo f: IN — IN definiramo z opisom:

f(n) je produkt Stevk v desetiSkem zapisu Stevila n.

a. Alije f injektivna?

b. Poisc¢i najmanjsi m € IN, za katerega enacba f(n) = m ni resljiva.

c. Ali obstaja m iz zaloge vrednosti funkcije f, za katerega ima enacba f(n) =mle
kon¢no mnogo resitev?

Naroga 92. <L
Funkcija f: IN — IN je podana s predpisom f(0)=0, f(1)=1in
f(n) = produkt najvedjega in najmanjsega prafaktorja Stevila n.

Tako je na primer f(2)=2-2=41in f(42)=2-7 =14.

a. Alije f injektivna?

b. Alije f surjektivna?

c. Opisi funkcijo f o f.

d. Za katere n € IN je resljiva enacba f(n) =n?






POGLAVJE 6
Mo¢ mnozic

Naroga 93. \
Proizvajalec ¢ajev je 100 anketirancev vprasal, kaj obic¢ajno dodajo svojemu c¢aju. Izve-
deli so, da sladkor doda 32 vprasanih, mleko pa jih doda trikrat vec kot limono. Nihce
ne doda mleka in limone hkrati, mleko in sladkor jih doda 12, sladkor in limono pa 10.
Med vprasanimi je natanko toliko tistih, ki dodajo limono, kot tistih, ki ¢aju ne dodajo
nicesar.

a. Koliko vprasanih ¢aju ne doda nicesar?
b. Koliko jih doda samo mleko?

Naroga 94. \
Na izbor za tekmovanje Slovenija ima talent se je prijavilo 40 tekmovalcev. Vsak izmed
treh sodnikov si izbere 20 kandidatov, ki si po njegovem mnenju zasluzijo nastop na
tekmovanju. Samo prvi in drugi sodnik izbereta 5 tekmovalcev, samo drugi in tretji
sodnik 6 tekmovalcev, samo prvi in tretji sodnik pa 7 tekmovalcev. Stevilo tistih, ki so
jih izbrali vsi sodniki je enako Stevilu tistih, ki jih ni izbral nobeden od sodnikov. Na
tekmovanje se uvrstijo tekmovalci, ki sta jih izbrala vsaj dva sodnika. Koliko izmed 40
prijavljenih tekmovalcev se uvrsti v naslednji krog?

Naroga 95. \
V podjetju z 31 usluzbenci so dobili tri nove projekte. Pri prvem projektu sodeluje
8 zaposlenih. Pri drugem jih je aktivnih stirikrat vec¢ kot je tistih, ki ne delujejo na
nobenem novem. Usluzbencev, ki delajo samo na prvem in drugem projektu je Stirikrat
manj kot tistih, ki delajo samo na tretjem. Osem zaposlenih hkrati dela na drugem in
tretjem projektu, sedem pa na tretjem in prvem. Pet zaposlenih sodeluje na vseh treh
projektih. Koliko ljudi je udelezenih pri najvedjem projektu in koliko jih trenutno ne
dela na nobenem novem?

NaLoGA 96. <
Naj bo A={1,2,...,300}.

a. Koliko stevil iz mnozice A je deljivih z vsaj enim od stevil 5, 6 ali 9?
b. Koliko stevil iz A je deljivih z natanko dvema od $tevil 5, 6 ali 9?

Narocga 97. <&
Naj bo A = {360,361,...,720} in B = {1,2,...,360)}.

a. Koliko je stevil v mnozici A, ki so deljiva s 3 ali 5?
b. Koliko je stevil v mnozici B, ki so deljiva z 2, 3 ali 5, ne pa s 15?

Naroca 98. <&
Najbo A =1{1,2,3,...,1024].

a. Koliko stevil iz A je deljivih z vsaj enim od 2, 6, 8?
b. Koliko Stevil iz A je deljivih z 2 in 6 in ne z 8?
c. Koliko stevil iz A je deljivih s 6 in ne z 8 in ne z 9?
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NaLoga 99. ¢
Koliko je naravnih Stevil med 1 in 16000, ki so deljiva s 4, 6 ali 9, niso pa deljiva z 12?
NaLoca 100. <L

Koliko $tevil na celostevilskem intervalu A = {1,2,...,1000} je deljivih z natanc¢no tremi
od stevil 3, 5, 7, 9.

Naroga 101. L
Koliko stevil med 1 in 2018, ki niso deljiva z 49, je deljivih z vsaj enim od Stevil 15 in
212

Naroca 102. <

a. Koliko stevil med 1 in 1260 je deljivih z vsaj enim od 6, 9 ali 21?
b. Koliko stevil med 1 in 1260 je deljivih z 21 ali pa z obema 6 in 9?



POGLAVJE 7
Teorija stevil

Naroca 103. \
Dana je diofantska enacba 68x+ 119y = 2057.

a. Poisci vse resitve.

......

Naroca 104. \Y
Student se mora pripraviti na dva kolokvija. Ima ogromno zalogo nalog, za uéenje pa
bo porabil to¢no 15 ur ¢asa. Za resitev ene naloge iz OMA potrebuje 16 minut, za resi-
tev ene naloge iz DS pa 18 minut.

Koliko nalog pri vsakem predmetu naj resi, ¢e se Zeli na oba predmeta ¢imbolj enako-
vredno pripraviti (torej resiti priblizno enako Stevilo nalog).

Naroca 105. \
Na voljo imamo neomejeno koli¢ino znamk za 1.02€ in 0.72 €. Z njimi bi radi placali
18.00 € postnine.

a. Zapisi pripadajoco linearno diofantsko enacbo.

b. Poisci splosno resSitev te linearne diofantske enacbe.

c. Radi bi uporabili vsaj eno znamke vsake vrste. Koliko katerih znamk potrebu-
jemo?

Naroca 106. \Y
Na voljo imamo neomejeno koli¢ino znamk za 1.05€ in 0.75€. Na koliko nacinov
lahko z njimi placamo to¢no 13.50 € postnine? Kako lahko to storimo, ¢e Zelimo upo-
rabiti ¢immanj znamk?

Naroga 107. \
Asistent je na eBayu kupil nekaj PNP tranzistorjev po 41 centov in nekaj NPN tran-
zistorjev po 37 centov. Skupaj je placal 14 evrov in 90 centov. Koliko tranzistorjev
posamezne vrste je kupil?

Naroca 108. \
Janezku je med vajami dolgcas, zato si izmisli naslednjo igro. Zacne s stevilom 0 in na
vsakem koraku pristeje ali odsteje 10 ali 22. Ali lahko na ta nacin pride do Stevila 1?
Kaj pa do 8? Ce je odgovor ne, pojasni, zakaj, sicer pa povej, kolikokrat mora pristeti ali
odsteti vsako od Stevil, da bo skupaj uporabil ¢immanj korakov (racunskih operacij).

Naroca 109. \
Janezek se je pravkar vrnil z dvotedenskih pocitnic. Seveda si je vsak dan privoscil vsaj
en sladoled ali sadno kupo. Porcija sladoleda je stala 3,5 evra, sadna kupa pa 4,1 evra.
Po koncu pocitnic je ugotovil, da je zapravil za slascice kar 52 evrov. Koliko porcij
sladoleda si je privoscil?

Naroca 110. \
Na avtomatu za napitke stane kava 50 centov, ¢aj pa 30 centov. Zak zZeli pogostiti
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soSolce, ki so prisli na vaje. Vsak (vklju¢no z Zakom) si je izbral enega od napitkov,
Zak pa je na koncu placal 5.2 evra. Najvec koliko studentov je bilo tisti dan na vajah?

Naroga 111. <
Studentje so se odlo¢ili, da organizirajo zabavo ob koncu izpitov, zato so se odpravili
v trgovino po gosti sok in oranzado. Liter soka stane 80 centov, liter oranzade pa 88
centov. Placali so 20 evrov in 80 centov. Koliko litrov oranzade so kupili, ¢e ves, da so
kupili vec soka?

Naroga 112. \
Na planetu Myriapodus Zivita dve vrsti inteligentnih vesoljcev. Centiusi imajo 9, Mili-
usi pa 15 parov nog. Skupina vesoljcev, ki vsebuje pripadnike obeh vrst, se odpravi na
taborenje. Ko se odpravijo spat, pred Sotori skupaj ostane 393 parov Cevljev.

a. Napisi pripadajoco diofantsko enacbo in poisci vse pozitivne resitve.
b. Najmanj koliko vesoljcev je v skupini?

Naroca 113. \
Dana je linearna diofantska enacba

28x+ 30y + 31z = 365.

a. Poisci splosno resitev te diofantske enacbe.
b. Koliksna je vsota komponent resitev x + y + z?
c. Kolikojex+y+2z,¢esox>0,9>0inz>0?

Naroga 114. <
Poisci vse resitve diofantske enacbe —3x + 7y + 12z = 21. Koliko je takih, kjer so x, y in
z pozitivni?

Naroca 115. \Y
Po uspesno odpisanem kolokviju iz Diskretnih struktur se je 42 studentov odpravilo na
pico v Picerijo Mathematica. Skupaj so narocili 28 pic okusov Dirichlet, Euler, Fermat
in Hamilton ter za njih plac¢ali 209<€. Stevilo §tudentov, ki je naro¢ilo pico Fermat, je
dvakrat toliksno kot Stevilo studentov, ki je narocilo pico Hamilton. Naroc¢ili so manj
kot 6 pic Dirichlet. Pri tem pica Dirichlet stane 6 €, pica Euler 7 €, pica Fermat 8 € in
pica Hamilton 9 €. Katerih pic so narocili najvec?

Naroga 116. v
Koliko je reSitev sistema

11x+9y+8z = 1000,
6x+8y+12z = 1000.

pri katerih so x,y,z € IN.

Naroca 117. <
V Z,, poisci vse resitve sistema kongruenc¢nih enacb

5x+ 3y =8 (mod 12),
4x + 8y =8 (mod 12).

Naroca 118. \Y
Naj bo M mnozica ostankov pri deljenju z 48.

a. Poisci inverz ostanka 11 v M.



33

b. V. M poisci vse resitve sistema

8x+ 15y

3 (mod 48),
11x+ 6y 3 (mod 48).
Naroga 119. <
Poisci vsa cela Stevila x, za katera velja
4x = 5(mod9),
5x = 4(mod 8).

Navroca 120. \
Naj bo M mnozica ostankov pri deljenju z 39.

a. Poisci ¢(39) in vse obrnljive ostanke v M.
b. Poisci vse x € M, ki resijo enacbo

38x = 3 (mod 39).

sV ve

je p(n) = ¢(39).

Naroga 121. 0 <
Poigéi ostanek §tevila 75 pri deljenju z 19.
Narocga 122. \

Naj bo ¢ Eulerjeva ¢ funkcija.

a. Izrac¢unaj ¢(2017), ¢(2018) in ¢(2019).
b. Poid¢i ostanek $tevila 60572°!8 pri deljenju z 2018.

Naroga 123. - \Y
Poi¢i ostanek stevila 10219 pri deljenju s prastevilom 313.
Namig: Uporabi Eulerjevo funkcijo ¢ in Eulerjev izrek.

NaLoga 124. <

2018
Naj bo a ostanek, ki ga daje Stevilo 5137 pri deljenju s 24. Poisci vse resitve sistema
enacb:
ax+17y = (mod 24),

1
6x+10y = 2 (mod 24).
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Permutacije

Naroga 125. <
Dani sta permutaciji

1 234567 89
1 27 856 9 43

]in B=(13579)(2468).

Poisci vsaj tri razli¢ne permutacije 7 € Sy, ki resijo enacbo
an!102 = g,

Navroca 126. g
Dani sta permutaciji

[12345678910

= in f=(19)(37)(310)(38)(35)(91).

21456389710] B=(19)(37)(310)(38)(35)(91)

a. Zapisi a in p kot produkt disjunktnih ciklov.

b. Izracunaj permutacijo y = a *  ter dolo¢i njeno cikli¢no strukturo, red in par-
nost.

c. Dolo¢i vse mozne cikli¢ne strukture za permutacijo 7, ki resi enac¢bo 7!

d. Za vsako cikli¢no strukturo iz prejsnje tocke poisci vsaj eno resitev.

0.

Naroga 127. <
Dani sta permutacija @ = (12345 6)(7 89 10) in enacba

4_ 2

a‘ln aTm

(za neznano permutacijo 7 € Syy).

a. Zapisi to enacbo v obliki 7t* = B (za ustrezen k in ustrezno permutacijo p).
b. Poisci dopustne cikli¢ne strukture za permutacijo .
c. Za vsako od dopustnih cikli¢nih struktur poisci vsaj eno resitev zgornje enacbe.

Naroca 128. \
V mnozici Sg vseh permutacij na 9 elementih opazujemo enacbo

P =mlraxm,

1234567 89

kjer je a = :

4 267 59183

a. Doloci parnost in red permutacije a.

b. Kaj so dopustne cikli¢ne strukture permutacije 7? KoliksSen je najmanjsi mozen
red permutacije 7c?

c. Za vsako dopustno cikli¢no strukturo poisci eno resitev.
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NaLoga 129. <

Dani sta permutaciji
1 23 4567
a=(1357)(246) in p= .
1 4567 23

a. Dolo¢i cikli¢no strukturo, red in parnost permutacije a * f*a ™.

b. Doloci vse dopustne cikli¢ne strukture za permutacijo 7, ki resi enacbo

n4:a*ﬁ*a_l.

c. Poisci vse resitve zgornje enacbe.

Natoca 130. Y
Poisci vsaj tri razli¢ne permutacije @ € Sy, ki resijo enacbo

73 =(12)(35)(79)(4 6 8 10).

NaLoga 131. ¢
Pokazi, da ima enacba

1 234567 89

72013 _
987 65 4321
vsaj pet resitev.
Naroga 132. \
Naj bo a € Sg permutacija (1 3)(2 5)(4 7)(6 8). Ali sta v Sg resljivi enacbi
P =ain nl=a?

Resljivost lahko utemeljis tako, da poisces eno resitev enacbe. Ce enacba nima resitev,
navedi natanc¢ne razloge zakaj ne.

Natoca 133. Y
Dane so permutacije

1234567 8 9 10

“ T 143651720910 8
B = (12)(16)(17)(13)(45)(410)(48),
y = (14936728).

a. Pois¢i cikli¢ne strukture permutacij a, 8, y in doloc¢i njihove parnosti.
b. Poisc¢i vse mozne cikli¢ne strukture za permutacijo 7, ki resi enacbo

a*ﬂ*n4>&ﬁ_l =y

svee

Naroga 134. <
Dani sta permutaciji

1234567 8) . (13)(58)
a = m p= .
21436758 p

a. Dolodi red in cikli¢no strukturo permutacije a * f.
b. Doloc¢i vse cikli¢ne strukture za permutacijo 7, ki resi enacbo

alemb= B.
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c. Zavsako od cikli¢nih struktur iz tocke (b) poisci vsaj dve razli¢ni resitvi enacbe.

Naroca 135. \
Dani sta permutaciji

1234567 8). 12)(34)(58)
a = m p= .
14325786 P

a. Dolo¢i red in cikli¢no strukturo permutacij a, 8, a2, B2, a*f in a == a.
b. Pokazi, da ima pri neznanki 7 enacba

7‘(2 = * /5
vsaj dve resitvi, medtem ko enacba

7{2:0(*/3*0(

ni resljiva.

NaLoga 136. <L

1 23456 7 8
Dani sta permutacija o = in ena¢ba 7% = a.
6 4523187

a. Dolo¢i cikli¢no strukturo in parnost permutacije a.

b. Dolo¢i vse dopustne cikli¢ne strukture za neznano permutacijo 7, pri katerih je
enacba resljiva.

c. Za vsako od dopustnih cikli¢nih struktur pois¢i vsaj eno resitev.

Naroga 137. \
Za permutaciji 7 in a € Sg velja

a’=id in mra*m=a.
a. Prepricaj se, da je red permutacij 7 * @ in a * 7t najvec 2.
b. Kaj so dopustne cikli¢ne strukture za o, 7w+ @ in o * 71?
c. Najbo a =(18)(27)(3 6)(45). Poisci tri resitve 1w enacbe
@ *T = q,

ki so po vrsti redov 1, 2 in vec¢ kot 3.

Naroca 138. \
V mnozici permutacij S;y opazujemo permutacije, ki resijo ena¢bo 719 = 7.

a. Cikli kaksnih dolzin lahko nastopajo v razcepu permutacije 7 na produkt dis-
junktnih ciklov.

b. Pokazi, da imajo vse permutacije 7, ki resijo enac¢bo, vsaj eno fiksno tocko.

c. Pois¢i eno resitev, ki ima najmanjse mozno Stevilo fiksnih tock.

Naroca 139. \
Za n > 3 definiramo permutacije 7, € S,, kot produkt ciklov

w,=(1 2 n)(1 3 n)---(1 n-1 n).
a. Zapisi permutacije 14, 75 in 774.

b. Izracunaj 7, (1), 7,(n), 7, (1) in 70,1 (n).
c. Doloci cikli¢no strukturo in parnost permutacije ,,.
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Naroga 140. <
Dani sta permutaciji

[123456789

in f=(153824)(697).
345679128]/3( N\ )

a. Preveri, da imata 8 in a * *a~! enako cikli¢no strukturo.

b. Pokazi, da velja (a*f*a™1)? = a = f2+a~!. Poskusi brez direktnega racuna.
c. Poisci vse mozne cikli¢ne strukture permutacij

a*ﬁk*a_l,kokeIN.

Naroga 141. <
Dana je permutacija

1 23456 7 89
214367 895]

a. Zapisi a kot produkt disjunktnih ciklov ter doloci njeno cikli¢no strukturo, red
in parnost.

b. Poisci vse mozne cikli¢ne strukture za permutacijo 7, ki resi enacbo 72
ugotovi, pri katerih je enacba resljiva.

c. Poisci po dve resitvi za vsako dobro cikli¢no strukturo iz prejsnje tocke.

Naroca 142. \Y
Poisci vse dopustne cikli¢ne strukture permutacij 7w € Sy, ki resijo enacbo

nt = (123)(456).
Zapi$i Se vsaj 3 razli¢ne reSitve te enacbe.
Naroga 143. g

: oy = (123456789
Dana]epermutac1]aa_(941528673).

2-q,in

a. Zapisi permutacijo a z disjunktnimi cikli in dolo¢i njeno parnost.

b. Poiséi kako resitev enacbe 712021 = .
c. Poisdi kako resitev enacbe 712022 = ¢.
d. Katera izmed enacb 712921 = o, 72922 = o, ©2925 = 4 ima najvec resitev?
Navroca 144. N\

Dani sta permutaciji

1234567 8) |
a= in p=(1356)(287).
27835416

a. Zapisi a kot produkt disjunktnih ciklov.
b. Dolo¢i red, cikli¢no strukturo in parnost permutacij a in f.
c. Pois¢i vsaj dve razli¢ni permutaciji 7t € Sg, ki resijo enacbo

an®? = .
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Grafi

Naroga 145. <
Dani so grafi G, G,, G3 in Gy.

A%

a. Kateri od grafov so Eulerjevi?

b. Kateri od grafov vsebujejo cikel dolzine 3?
c. Kateri od grafov vsebujejo Ky kot podgraf?
d. Kateri pari danih grafov so izomorfni?

NaLocga 146. <L
Dani so grafi Gy, G,, G3 in Gy.

W 9y

a. Dolodi Stevilo vozlis¢ in Stevilo povezav za vsakega od grafov.
b. Koliksne so dolzine najdaljsih ciklov v teh grafih?
c
d

. Koliksne so dolzine najkrajsih ciklov, ki gredo skozi vozlis¢e stopnje 2?
. Kateri od danih grafov so izomorfni?

NaLocga 147. <
Dani so grafi G, G,, G3 in Gy.

L e
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a. Doloci zaporedje stopenj vozlis¢ za vsakega od grafov.
b. Kateri od zgornjih grafov so dvodelni?
c. Kateri pari danih grafov so izomorfni?

NaLoca 148. <L

Dani so grafi Gy, G, in Gjs.

G, G, G;

a. Dolo¢i kromatic¢na sStevila teh grafov.
b. Za vsakega od grafov ugotovi, ali je Hamiltonov.
c. Ali so kateri od grafov med sabo izomorfni? Zakaj oziroma zakaj ne?

Naroca 149. <
Dani so grafi G, G, in Gs.

Aa:

a. Dolo¢i njihova kromati¢na Stevila.
b. Za vsakega od grafov ugotovi, ali je Hamiltonov.
c. Ali so kateri od grafov med sabo izomorfni? Zakaj oziroma zakaj ne?

Navroca 150. €5
Dani so grafi Gy, G, in Gjs.

Q)

a. Doloci njihova kromati¢na Stevila.
b. Za vsakega od grafov ugotovi, ali je Hamiltonov.
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c. Ali so kateri od grafov med sabo izomorfni? Zakaj oziroma zakaj ne?

Naroga 151.
Dani so grafi Gy, G, in Gjs.

X0 &

G, G,

a. Za vsakega od grafov doloci najvecjo in najmanjso stopnjo tocke.
b. Za vsakega od grafov doloci dolZino najkrajSega cikla v grafu.

sV ve

d. Natancno utemelji zakaj so vsi trije grafi izomorfni.

NaLoga 152.
Dani so grafi Gy, G, in Gs.
Q o O o O o)
o 0 O 0 O o)
Gy G, Gs

a. Poidci vsaj Stiri lastnosti, ki so skupne vsem trem grafom.
b. Kateri grafi so dvodelni in kateri ne?
c. Za vsak par grafov ugotovi, ali sta izomorfna ali ne.

Navroga 153.
Dani so grafi G, G, in Gs.

5
@ |

0
G, G, Gs3

. Dolo¢i zaporedje stopenj vozlis¢ za grafe na sliki.
. Dolo¢i kromati¢no Stevilo grafov.

. Kateri izmed grafov so Hamiltonovi?

. Ali sta katera izmed grafov izomorfna?

QO n T
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NaLroga 154. <
Dana sta grafa G; in G,.

L

a. Za vsakega od grafov ugotovi, ali je Eulerjev.
b. Za vsakega ugotovi, ali je Hamiltonov.
c. Ali sta grafa izomorfna?

Naroga 155. \Y
Za vsako naravno §tevilo n > 2 definiramo graf G, na n? vozli§¢ih kot je prikazano na
spodnji sliki za n = 2, 3,4, 5.

G, G3 Gy Gs

a. Za katere n je graf G, Eulerjev?

b. Dolo¢i kromaticno Stevilo grafa G, za vse n > 2.

c. Ali obstajata razli¢ni naravni Stevili m in n, za kateri sta grafa G,, in G,, izo-
morfna?

d. Za katere n je graf G,, Hamiltonov? Opisi konstrukcijo Hamiltonovega cikla ali
pa z razpadom pokazi, da Hamiltonovega cikla ni.

Navroga 156. €5
Naj bo G graf na spodnji sliki.

a. Ali je graf G Eulerjev?
b. Ali je graf G Hamiltonov?
c. Dolo¢i kromati¢no sStevilo grafa G.
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NaLroga 157. <
Naj bo G graf na spodnji sliki.

a. Ali je graf G Eulerjev?
b. Alije graf G Hamiltonov?
c. Dolo¢i kromati¢no sStevilo grafa G.

Naroca 158. \Y
Naj bo G graf na spodnji sliki.

a. Ali je graf G Eulerjev?
b. Ali je graf G Hamiltonov?
c. Dolo¢i kromati¢no Stevilo grafa G.

Naroca 159. \
Naj bo G graf na spodnji sliki.

a. Ali je graf G Eulerjev?

b. Ali je graf G Hamiltonov?

c. Dolo¢i njegovo kromati¢no Stevilo. Ali obstaja tako vozlisce v, da bo graf G —v,
ki ga dobimo, ko to vozlis¢e odstranimo, dvodelen?

Naroca 160. \
Naj bo G graf na spodnji sliki.
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<E5>

Ali je graf G Eulerjev?

Ali je graf G Hamiltonov?

Doloc¢i njegovo kromati¢no Stevilo.

Ali obstaja tako vozlisce u, da bo graf, ki ga dobimo, ¢e grafu G odstranimo
vozlisée u, dvodelen?

e. Ali obstajata taki vozlisci u in v, da bo graf, ki ga dobimo, ¢e grafu G odstranimo
vozliséi u in v, dvodelen?

Naroca 161. _ \Y
Za grat G njegov komplementarni graf G konstruiramo tako, da

o ow

(i) odstranimo vse povezave v G ter
(ii) dodamo vse povezave med pari tock, ki v G niso sosede.

a. Denimo, da ima graf G na 5 tockah po vrsti tocke stopenj 1,1,2,2,2. Kaksno
zaporedje stopenj vozlis¢ ima njegov komplement G?

b. Doloci vse (neizomorfne) grafe na 5 vozlis¢ih z natanko 5 povezavami.

c. Kateri izmed njih so izomorfni svojemu komplementu?

NaLoga 162. €5
Eulerjev graf G ima devet vozlis¢ in 12 povezav.

a. Dolo¢i minimalno stopnjo vozlis¢a v taksnem grafu.
b. Kaksno je zaporedje stopenj njegovih vozlis¢? Moznih je vec¢ zaporedij.
c. Pois¢i §tiri neizomorfne grafe z zgoraj omenjenimi lastnostmi.

NaLoga 163. <L
Naj bo G razred povezanih grafov, ki vsebujejo samo tocke stopenj 3 in 5, pri cemer
nobeni dve tocki stopnje 5 nista sosedi.

a. Pois¢i in narisi grafa Gy, G, € G s 6 oziroma 8 vozlisci.

b. Pokazi, da ne obstaja graf G; € G, ki ima natanko 7 vozlis¢.

c. Pokazi, da je x(G) < 4 za vsak G € G. Kako bi tocke takSnega grafa pobarval s
pozresno metodo?

d. Pokazi, da v G obstaja graf s kromati¢nim Stevilom 4.



Resitve

1. Izjavni ra¢un

RESITEV NALOGE 1. ¢

Ce bi Urban $el v Juzno Afriko, potem bi iz druge trditve sledilo, da bosta $la tudi
Zoran in Tomaz, iz prve pa da bo sel Simon, Tomaz pa ne. Iz tretje bi sledilo, da mora
ostati doma Simon. Prisli smo v protislovje, ki pove, da Urban ne sme v Juzno Afriko.
Ce pa, kot to trdi Ana, Urban ostane doma, je druga trditev avtomati¢no resnic¢na. Ce
gre v tem primeru v Juzno Afriko Zoran, potem gre se Simon, Tomaz in Urban pa ne.
Ce Zoran ne gre, je tudi prva trditev avtomati¢no res. V tem primeru Tomaz ali Simon
lahko gresta ali pa ne. V vseh neprotislovnih primerih je Urban ostal doma, torej ima
Ana prav.

Nalogo pa lahko resimo tudi s pomocjo resni¢nostne tabele. Ozna¢imo z s, u, t in z
naslednje trditve:

s = Simon bo Sel v Juzno Afriko.
u = Urban bo Sel v Juzno Afriko.
t = Tomaz bo el v Juzno Afriko.
z = Zoran bo Sel v Juzno Afriko.

Izjave, ki jih je sliSala Ana, lahko zapisemo kot

zVUu=sA=t, u=zAt, t=>sVaz
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V tabeli izracunamo vrednosti vseh treh izjav:

slu|t|zl|lz V u = s A - t|lu = z A t|t = s V z
0[{0{0]|0 0 1 0 1 0 1 0
0/0(0|1 1 0 0

0/01]0 0 1 0 1 0 0 0
0|0|1|1 1 0 0

0[{1]{0|0 1 0 0

0[1]0|1 1 0 0

0O[{1({1|0 1 0 0

0|1|1|1 1 0 0

1{0(0]0 0 1 1 1 0 1 1
1001 1 1 1 1 0 1 1
1{0(1]0 0 1 0 1 0 1 1
110111 1 0 0

111]01]0 1 1 1 0 0

111]0]1 1 1 1 0 0

111|110 1 0 0

111]1]1 1 0 0

Vidimo, da so vse tri trditve resni¢ne samo v primerih, ko vsi ostanejo doma, ko gre
v Juzno Afriko samo Simon, gresta samo Simon in Zoran ali pa gresta samo Simon in
Tomaz. Urban bo torej vsekakor ostal doma.

RESITEV NALOGE 2. et

Oznacimo z p, r, s in t naslednje trditve:

p = PrimozZ ima opravljen izpit iz DS.
r = Robert ima opravljen izpit iz DS.
s = Samo ima opravljen izpit iz DS.
t = Tilen ima opravljen izpit iz DS.

Dane izjave lahko zapisemo takole:

pYr,r=t, pVr=s,rY-s.
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Izracunajmo vrednosti vseh Stirih izjav v resni¢nostni tabeli:

plr|s|tip Y rir = t|p V r = s|r ¥ = s
0(0(0]0 0

0(0(0]1 0

0(0f1]0 0

0(0(1]1 0

0(1/0]0 1 0

01|01 1 1 1 0
0/1/1/0 1 0

O[1|1]1 1 1 1 1 1 1 0
1/0/0/0 1 1 1 0
110101 1 1 1 0
110110 1 1 1 1 0 0 O
110111 1 1 1 1 0 0 O
1{1/0]0 0

1{1/0]|1 0

1{1/1]0 0

1{1/1]|1 0

Vidimo, da so vse izjave resni¢ne natanko v primeru, ko so Robert, Samo in Tilen
naredili izpit, Primoz pa ne.

RESITEV NALOGE 3. 1T

Z resni¢nostno tabelo izracunamo vse mozne vrednosti danega izraza:

pla|X|-(p e (g e X)) VpAg
0(0/0]1 0 1 1 0
0(0]1]0 1 0 0 0
0[1]0]0 1 0 0 0
o[1]1]1 0 1 1 0
1000 1 1 0 0
1/0[1]1 0 0 1 0
11101 0 0 1 1
1/1]1]0 1 1 1 1




48 Resitve

Zdaj lahko premislimo, kako bo izraz X odvisen od p in g, ¢e naj bo dani izraz tavtolo-
gija.

plaf X
0/0f o0
011 1
1|0] 1
1{1fo0alil

Dobimo dve mozni resitvi. [zraz X; bo imel v resni¢nostni tabeli vrednosti 0110, izraz
X, pa0111. Izberemo lahko na primer X; = =(p & ¢q) in X, = pV 4. Dani izraz ne more
biti nikoli protislovje, ker v primeru p ~ g ~ 1 ne moremo izbrati vrednosti za X tako,
da bi bil dani izraz napacen.

RESITEV NALOGE 4. ¢

Z resni¢nostno tabelo izracunamo vse mozne vrednosti danega izraza:

plg|X|-p ANXVgA-(p e X))
0/0[0 0 0 0 0 1
0|01 1 1 0 1 0
0[1]0 0 0 00 1
0[1]1 1 1 11 0
1100 0 0 01 0
1(0/1 0 0 00 1
1[1]0 0 1 11 0
111 0 0 00 1

Zdaj lahko premislimo, kako bo izraz X odvisen od p in g, ¢e naj bo dani izraz proti-
slovje.

pla| X
o[of o
o[1] o
1/0{0alil
11 1

Dobimo dve reSitvi. Izraz X; ima v resni¢nostni tabeli vrednosti 0001, izraz X, pa
0011. Izberemo lahko na primer X; = p A g in X, = p. Vidimo, da v primeru, ko je
p~1in g~ 0, vrednosti X ne moremo izbrati tako, da bi bil dani izraz resnicen, zato
ne obstaja tak X, da bi bil dani izraz tavtologija.

RESITEV NALOGE 5. et



Izjavni ra¢un 49

a. Ker je # dvomestni veznik, dobimo tabelo s Stirimi vrsticami:

plajl—- (p = g )
0/0]0 1
0[1]0 1
101 0
1110 1

Vezniku # torej ustreza zaporedje 0010.
b. Opazimo, da je p # p ~ 0. Spomnimo se Se, daje p = g ~ —p V q. Od tu takoj

dobimo

~ p={@=#p)
in
pva ~ =(=p)Vvq
~ TP=4q
~ (p={p=p)=49
Spomnimo se Se, da lahko ekvivalenco zapisemo kot
peq~(p=9)A(q=p)
Ce bi torej znali izraziti veznik A z veznikoma = in =, bi lahko tako zapisali
tudi ekvivalenco. Ker je
p#q~-p=q) ~=(-pVqg)~pA-g,
je
pAq~p# —q~p#(q= (9% q)),
zato je
peqg ~ (p=qAg=p)
~ (p=q=»(qg=p)=(g=p)=(@=p))

c. Ker smo samo z veznikoma = in # zapisali veznika iz polnega nabora {—-, v},

je nabor {=,=} poln. Nabor {V,#} ni poln, ker oba veznika ohranjata nicle.

Oglejmo si $e nabor N = {&,#}. Najprej pogledamo, kaj veznika naredita s
konstantami:

plgl|jp < 4q9|p = 14
010 1 0
111 1 0

Ker prvi ne ohranja nicel in drugi ne ohranja enic, je nabor najbrz poln. Izbe-
remo polni nabor P = {-,=} in pokazemo, da lahko vse veznike iz P izrazimo
samo z veznikiiz V. Ker je -p ~p & 0 inje p # p ~ 0, takoj dobimo

—p~pe(p=p)

Izrazimo se implikacijo
p=4q ~ —~~(p=4)
~ —lp=aq)
~ (p= g =(p=q)»(p»q)
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Nabor N je torej poln.

RESITEV NALOGE 6. et

a. Najprej preverimo, kaj veznika <= in = naredita s konstantami:

plg\p = q9|\p = 4
0]0 0 1
1)1 0 1

Vidimo, da nabor {<} ni poln, ker veznik ohranja nicle.

b. Iz zgornje tabele vidimo, da veznik & ne ohranja enic, veznik = pa ne ohra-
nja nicel, zato je nabor {&, =} najbrz poln. Izberemo polni nabor P = {—,=}.
Veznike iz P izrazimo z veznikoma & in =:

p=49 ~ p=>4q
-p ~ p=0
~ p:>—|1

~ p=>-(p=>p)

~ p=>(p<p)

Nabor {&, =} je torej poln.
c. Pomagamo si z zgoraj izraZzeno negacijo in dobimo

pAg ~ —=(pAq)
~ =(=pV-9g)
~ =(p=-9)
~ g &Ep
~ (g=(q < q) < p.

Poleg tega je
pvgq ~ —-pVyq
~ p=4
~ (p=p<p)=>9
RESITEV NALOGE 7. et

a. Ocitno je 1 ~ p = p. Ekvivalenco pa lahko zapisemo kot

p=49~-(p¥q) ~(p¥Yqg) =0~ (p¥Yqg) = (p¥p).

b. Izberimo polni nabor P = {—,=} in oba veznika iz P izrazimo samo z uporabo
veznikov Y in =:

p=>q ~ p=>4q,
~ p=>(pY¥Yp).

Nabor {V, =} je torej poln.

RESITEV NALOGE 8. et
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a. Po definiciji veznika # je p#1 ~ —p A1 ~ —p, torej

pAg~(-p)#q~ (p#l)#q.

b. Ker je 0#0 ~ -0 A 0 ~ 0, nabori {#}, {0,#} in {A,V,#} niso polni, saj vsi trije
ohranjajo logicno 0. Nabor {—,#} pa je poln, saj lahko z vezniki tega nabora
izrazimo veznike znanega polnega nabora {—, A}. Namre¢:

P~ P
pAq~(=p)#q.

c. Ker je p* g ~ q#p, vidimo, da nabora {*} in {#,%} nista polna, saj ohranjata
logi¢no 0. Nabor {—,*} je poln, saj lahko veznike (po b.) znanega polnega nabora
{=,#} izrazimo z — in *. Tudi nabor {1,*} je poln:

p~1A-p~1xkp,
pAg~px(1xq),
saj smo veznike znanega polnega nabora {—, A} izrazili z 1 in .

RESITEV NALOGE 9. 1T

a. Oglejmo si resni¢nostjo tabelo izraza A(p,q,X) = (p = q) A X:

plaX|(p=94q)AnX
0/0]0 0
0101 1
0|10 0
0/1|1 1
110]0 0
110]1 0
11110 0
1111 1
Od tu lahko preberemo, kako je izraz X odvisen od spremenljivk p in g:

P19 X

00 0

0]1 0

1/0(l0alil

1)1 0

Vidimo, da sta resitvi dve. Prva ima resni¢nostno tabelo 0000, torej X; ~ 0,
druga pa 0010, torej X, ~ —=(p = q).

b. Ce lahko zgolj z uporabo veznika A izrazimo X;, potem smo seveda zgolj z
A izrazili protislovje. Denimo, da lahko samo z uporabo veznika A izrazimo
X, ~ =(p = q). Potem je

0~ (=9 A=(p=9q) ~ Alp,g,~(p=9))

in ker lahko tretji argument zapisemo zgolj z uporabo veznika A, smo spet
uspeli 0 izraziti zgolj z uporabo veznika A.
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c. Ker je A(1,1,1) ~ 1, veznik A ohranja enice. Samo z veznikom A torej ne bomo
mogli izraziti protislovja, saj protislovje tudi v primeru, ko so vsi vhodi 1 vrne
0.

REesiTEV NALOGE 10. ¢

a. Velja
1 ~ p=>1
~ p=(-p=-p)
~ Alp,p,p),
p=49 ~ p=-(=9)

~ p=(-q=0)
~ p=>(-g=>-1)
~ A(p,gq,1)
~ A(p,9,Alp,p,p))

p=>(r=4q) ~ p=>(-g=-r)
~ Alp,q,7)

b. V prejsnji tocki smo videli, da je A(p,p,p) ~ 1. Torej je tudi A(1,1,1) ~ 1 in
veznik A ohranja enice. To pomeni, da nabori {A} {A, A} in {A, =} niso polni,
saj tudi A in = ohranjata enice. Druga dva nabora enic ne ohranjata, zato sta
najbrz polna. Naj bo P = {—,=}. Ker je

—|p ~ —|p,
p=aq ~ Alp.qAlp.p.p))
znamo veznika iz P izraziti le z A in - in je nabor {A, =} poln. Ker je poleg tega
—p ~ p=0~ Alp,0,A(p,p.p)),
znamo veznika iz P izraziti le z A in 0 in je nabor {A, 0} poln.

RESITEV NALOGE 11. 1T

a. Hitro opazimo
Alp,p,p)~pAp=>p~p=>p~-pVp~1,
tj. 1 ~ A(p,p,p)- Podobno tudi
Alp,p,9) ~pAp=>qg~p=>4g.
b. Ker je pV g ~ —p = g, lahko zapisemo
pVq~-p=q~A(=p,—pq).
Iz p Ag ~=(=pV —q) pa dobimo se
pAq~-A(p,p,—q).

c. IzA(p,p,p) ~1sledi A(1,1,1) ~ 1, torej {A} ni poln, saj ohranja 1. Podobno tudi
{A, 1} ni poln, saj oba veznika ohranjata 1. Nabor {A, -} je poln, saj lahko s tema
dvema veznikoma izrazimo {—,V} po b. delu. Nabor {A,0} je prav tako poln,
saj lahko po a. delu s tem naborom izrazimo veznike (znanega polnega) nabora
{=,0}.
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RESITEV NALOGE 12. @
Zacnimo z nekaj poskusi izrazanja dvomestnih veznikov z uporabo A (in 1):
A(p.9.9)~pV-(qAq)~pV-q~q=p,
A(p,p,9) ~pV—~(pAgq)~pV-pV—-q~1inpodobno
Alp,g.p) ~ 1.

a. Zgoraj nam p Y q ni uspelo izraziti. Utemeljimo, da se res ne da. Videli smo,
daje A(1,1,1) ~ 1, torej nabor {A, 1} ohranja logi¢no 1, zato z {A, 1} ne moremo
izraziti negacije —. Ce bi z {4, 1} lahko izrazili p V g, potem bi lahko izrazili tudi
—p,sajjep VY1~ -p. Z{A, 1} torej ne moremo izraziti V.

b. To smo ugotovili zgoraj; p = g ~ A(q,p, p)-

c. V a. smo videli, da {A, 1} ni poln, saj ohranja logi¢no 1. To hkrati pomeni, da {A}
ni poln. Ker lahko z A izrazimo = po b., so nabori {A, =}, {4, 0} ter {4, Y} polni
nabori, saj so pripadajoci nabori, v katerih A zamenjamo z =, polni. Nabor
{A, &} pa spet ni poln, saj oba veznika v njem ohranjata logi¢no 1.

REeSITEV NALOGE 13. @
a. Za¢nimo na slepo
Alp,gp)~p=qV-p~-pVqV-p~-pVqg~p=gq.
Pa imamo: p = q ~ A(p,q,p).
b. Kerje A(1,1,1)~1,1=1~1ter 1 V1~ 1, nabori {4}, {A,=}in {4, V} ohranjajo

logi¢no 1, torej niso polni. Ker sta nabora {=,—} in {=, ¥} polna, z A pa lahko
izrazimo =, sta tudi nabora {A, -} in {A, V} polna.

RESITEV NALOGE 14. ¢

a. Kerje A(1,1,1) ~1 A1 =1A1~1, veznik A ohranja logi¢no 1, torej nabor {A}
ni poln.
b. Z A lahko izrazimo logi¢no 1, namrec

Alp.p:p)~pAp=pAp~p=p~1L,
torej {A, 1} ni poln, saj po a. nabor {A} ni poln. (Ce dodamo veznik, ki ga lahko
izrazimo z ostalimi, potem z dodanim veznikom ne moremo izraziti novih iz-
javnih izrazov.)
Opazimo pa A(1,p,q) ~1 Ap=1Ag~p=gq,torej

p=aq~A(Ap,p,p)p,q)-
Ker lahko z A izrazimo = in sta nabora {=, 0} ter {=, =} polna, sta tudi {A, 0} in
{A, -} polna.

RESITEV NALOGE 15. @
a. Prvi poskus:
Alp,p, @) ~pVg=pApAqg~=(pVa)VPAG~-pA-qVPpAG~p g
Drugi poskus:
Ap,gp) ~pVp=pAqAp~p=pAq~-pV(pAg)~(=pVP)A(=pV4)
~1A(p=q) ~p=4
Izrazilismo p © g~ A(p,p,q)inp =g~ A(p,q,p)-
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b. A(p,q,r)~pVr=pAqATr~=(pVI)VPpAGQAT~=pA=TrVpAqAT.

c. Kerje A(1,1,1) ~1Vv1 =1A1A1~1,tj. nabor {A} ohranja logi¢no 1, {A} ni
poln nabor. Zaradi istega razloga tudi nabor {1, A} ni poln. Nabor {A,-} pa je
poln, saj lahko po a. z njim izrazimo veznike znanega polnega nabora {=, —}.

RESITEV NALOGE 16. ais

Zapisimo najprej resnicnostno tabelo izjavnega izraza A(p,q,r):

plqg|r|Alpgr)
0|00 0
0/0/1 1
0|10 1
011 1
1100 1
1101 1
1110 1
111 0

a. Najhitreje bomo opravili, ¢e A(p, g, ) zapiSemo v KNO:
Alp,q 1) ~(pVaVI)A(=pV —qV=r).
b. Hitro opazimo A(p,p,p) ~ 0, nato si ogledamo prve 4 vrstice zgornje tabele in
ugotovimo
qVvr~A0,q,71)~AlA(q,9,9),9,7)-

c. Ker A in Vv ohranjata logicno 0, nabora {A, v} ter {A} nista polna. Nabor {4, -}
je poln, saj lahko (po b.) veznike znanega polnega nabora {—, vV} izrazimo z - in
A. Poleg tega smo (v b.) ugotovili tudi 0 ~ A(p, p, p), torej je nabor {A,=} tudi
poln, saj lahko z njim izrazimo veznike znanega polnega nabora {=, 0}.

RESITEV NALOGE 17. T

a. Kerje A(1,1,1) ~ 1, nabori {A}, {A, A} in {A, 1} niso polni, saj vsi ohranjajo logi¢no
1. Nabor {A, 0} je poln, saj
A(0,p,q) ~(OAP)V(=p A=q) ~=p A=g~=(pVg)~plg,
tj. veznike znanega polnega nabora {|} lahko izrazimo z A in 0.
b. Rac¢unajmo:
Ay =p
Ay =-p
Az = A(A,0,A1) ~ A(=p,0,p) ~ (P AO) V(=0 A =p) ~ =p
Ay =A(A3,0,47) ~ A(=p, 0,=p) ~ (=p AO) V(=0 A ==p) ~ p
As = A(Ag,0,43) ~ A(p,0,-p) ~ (p AO) V(=0 A ==p) ~ p

RESITEV NALOGE 18. et
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a. Upostevamo opis V in dobimo

pla|r|Vipgr)
0(0]0 0
0(0]1 1
0[1]0 1
011 1
1{0]o0 1
1101 1
1110 1
1111 0

b. Iz V(p,p,p) ~ 0 in prvih §tirih vrstic zgornje tabele dobimo
pVa~V(0,p,q) ~V(V(p,p,p)p,q-

Ker je p & 0 ~ —p, dobimo se

PV g~ (po0)V(g=0)~V(Vip,pp)p = Vippp)g= Vippp)
c. Nabori {V}, {V,0}, {V, A}, {V, V} niso polni, saj vsi vezniki v teh naborih ohra-
njajo logi¢no 0. 1z zadnjih Stirih vrstic zgornje tabele dobimo
V(Lp,g)~~(pAq) ~pTq.

Ker je {1} poln nabor, je tudi {V,1} poln. 1z p & p ~ 1 ugotovimo Se, da lahko
veznike nabora {V, &} izrazimo z vezniki nabora {V, 1}, torej je tudi {V, &} poln
nabor. (Za {V, <} bi lahko polnost izpeljali tudi iz b. dela naloge.)

RESITEV NALOGE 19. ais

a. Poskusimo direktno:
Clp.gr)~(=pVa AlpVr),
kar je ze KNO izraza C(p,q,r). Za DNO nadaljujemo:
C(p,g,r)~=pApVPAGN =pATN gAT~pAqV =pATV qAT,

kar je DNO.
b. Ce ne v prvem, pa v drugem poskusu hitro opazimo

C(p,q,p)~(-pVa)A(pVp)~—-pApV qAp~pAg,
Cp,1,q9)~(=pV1)A(pVg)~pVy,
Cp,g1)~(=pVvg)A(pV1)~p=q.

c. Ker je C(1,1,1) ~ 1 (t.j. veznik C ohranja logi¢no konstanto 1), nabor {C} ni
poln. Iz enakega razloga tudi nabor {C, 1} ni poln.

Spomnimo se, nabor {=,0} je poln in, ker lahko s C in 1 izrazimo =, je
{C,0,1} poln nabor. Ker je p Ap ~ 1, je torej tudi {C,0,A} poln. V b. delu smo
videli, da lahko p A g izrazimo le z uporabo C. Ker je {A, -} poln nabor, mora
biti tudi {C, -} poln.
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REesSiTEV NALOGE 20. ¢

Poskusimo najprej poiskati protiptimer, t.j. nabor vrednosti izjavnih spremenljivk,
da bodo vse predpostavke sklepa resnic¢ne, zakljuc¢ek pa neresnicen. Za neresnicnost
zakljucka imamo le eno moznost: p =1, g =1, t = 0. Lahko sedaj dosezemo, da bodo
vse predpostavke resni¢ne le z izbiro vrednosti za r in s? Ne. Za resni¢nost prvih
dveh predpostavk mora veljati r = 1 ter s = 1, vendar bo v tem primeru r = —s ~ 0.
Ce je katerakoli od spremenljivk 7 in s enaka 0, pa je ena od prvih dveh predpostavk
neresnicna.

Sklep torej nima protiprimera. En mozen dokaz s pomocjo pravil sklepanja je spodaj.

1. p=tvr pred.
2. g=>tVs pred.
3. r=-=s pred.

RESITEV NALOGE 21.

41.pNgq pred. PS
42.p Po(4.1)
43.q Po(4.1)
44.tvr MP(4.2,1)
45.tVs MP(4.3, 2)
4.6.tV(rAs) Zd(4.4,4.5)
4.7.=(r As) ~(3)

4.8.t DS(4.6, 4.7)
4 pAg=t PS(4.1,4.8)

@

Oba sklepa imata enake predpostavke, le zakljucka sta razlicna. Kerjesklepp F t = p
pravilen, bi iz pravilnosti prvega sklepa sledila pravilnost drugega sklepa. (Podobno
bi iz nepravilnosti drugega sklepa sledila nepravilnost prvega sklepa.) Tretja moznost
je seveda, da je prvi sklep nepravilen, drugi pa je pravilen.

Ni tezko poiskati protiprimera za prvi sklep. Za izbor vrednosti izjavnih spremenljivk

p~0,g~1,r~1,s~0,t~0,u~1

so vse predpostavke resnicne, zakljucek pa neresnic¢en. Prvi sklep torej ni pravilen.
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Drugi sklep nima protiprimera. Dokazali ga bomo z uporabo pogojnega sklepa.

1. pY(qAr) pred.

2. t=>rVs pred.

3. ter pred.

4. g= s pred.

5. uvt pred.

6.1.t pred. PS

6.2.(t = —r) A (—r > t) ~(3)

6.3.t = —r Po(6.2)

6.4.—r MP(6.1, 6.3)

6.5.—rV —q Pd(6.4)

6.6.=(q A1) ~(6.5)

6.7.(pV(GAT))A(=pV=(gAr)  ~(1)

6.8.pV(gAT) Po(6.7)

6.9.p DS(6.6, 6.8)

6. t=p PS(6.1, 6.9)
RESITEV NALOGE 22. ot

Oba sklepa imata enake predpostavke, le zakljucka sta razlicna. Ker imata oba za-
kljucka obliko implikacije, bomo pravilen sklep dokazali z uporabo pogojnega sklepa,
zato kar zapisSimo enakovredna sklepa, v katerih levo stran implikacije dodamo med
predpostavke:

pVq p=>-(rVvs), tVv-q, r E t,
pVgqg p=>-(rVs), tVv-gq, r E s
Nabor vrednosti izjavnih spremeljivk
p~0,g~1,r~1,s~0,t~1
da protiprimer za drugi sklep. Prvi sklep nima protiprimera.

Zapisimo dokaz originalnega prvega sklepa.

1. pVvg pred.

2. p=>-=(rvs) pred.

3. tVv—q pred.
4.1.r pred. PS
4.2.rVs Pd(4.1)
4.3.4p MT(4.2, 2)
44.q DS(4.3, 1)
4.5.t DS(4.4, 3)

4, r=t PS(4.1, 4.5)
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RESITEV NALOGE 23. ¢

Pois¢imo protiprimer. Zakljucek tega sklepa ima obliko konjunkcije, kar pomeni, da
imamo najbrz vec naborov vrednosti, za katere bo neresni¢em. Za¢nimo z r ~ 1. Za-
kljucek je tedaj neresni¢en (neodvisno od vrednosti spremenljivk s in t). Da bodo vse
predpostavke resni¢ne sedaj postavimo t ~ 1, g ~ 0, p ~ 1 in opazimo, da Ze imamo
protiprimer, ne glede na logi¢no vrednost s. Konkreten nabor vrednosti izjavnih spre-
menljivk, ki da protiprimer je tako

p~1,9g~0,r~1,5s~0,t~1.

Katero od izjav dodati med predpostavke, da dobimo pravilen sklep, t.j. tak, ki nima
protiprimera? Pri zgornjem naboru vrednosti spremenljivk sta izjavig = tin t = r
resnic¢ni, torej odpadeta. Ostali dve izjavi, g & t in t = —r, pa sta neresnicni, kar
pomeni, da zgornji nabor vrednosti izjavnih spremenljivk ne da protiprimera za sklepa
z dodano eno od teh dveh izjav. Kateri od sklepov

—sVp, p=>t g r=tget E rA(s=t)
in
-sVp,p=>t g r=>tt=-r E =rA(s=t)

je torej pravilen? Izkaze se, da noben od teh dveh sklepov nima protiprimera, torej
sta oba pravilna. Zapisali bomo dokaz drugega od teh sklepov. Ker ima zakljucek
obliko konjunkcije, bomo loc¢eno dokazali levo in desno stran konjunkcije, nato pa z
zdruZitvijo dobili originalen zakljucek.

1. =svVvp pred.

2. p=>t pred.

3. —q pred.

4. r=t pred.

5. t=-r pred.

6.1.r pred. RA
6.2. it MT(6.1, 5)
6.3.1 MP(6.1, 4)
6.4.t At 7d(6.3, 6.2)
6.5.0 ~(6.4)

6. —r RA(6.1, 6.5)
7.1.s pred. PS
7.2.p DS(7.1, 1)
7.3.t MP(7.2, 2)
7. s>t PS(7.1,7.3)

8. —rA(s=t) Zd(6,7)

RESITEV NALOGE 24. 1T

Zakljucek prvega sklepa je neresnicen za logi¢ni vrednosti p ~ 0 ter s ~ 0. Vendar sedaj
ni mogoce izbrati logi¢nih vrednosti za g in r, da bi bile vse predpostavke resni¢ne.
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Prvi sklep torej nima protiprimera in je pravilen. Zapisimo dokaz.

1. pvg pred.

2. pVr=-q pred.

3. sVr pred.
4.1.-p pred. PS
4.2.q DS(4.1, 1)

43.~(pVr) MT(4.2, 2)
4.4.-p A-r ~(4.3)
4.5.—r Po(4.4)
4.6.s DS(4.5, 3)
4. —-p=s PS(4.1, 4.6)

Oglejmo si se drugi sklep. Zaklju¢ek bo neresnicen, e izberemo p ~ 0 ter t ~ 0. Ce
sedaj postavimo se r ~ 0 in s ~ 1, postanejo vse predpostavke resni¢ne (neodvisno od
logi¢ne vrednosti q). Imamo protiprimer in drugi sklep je nepravilen.

RESITEV NALOGE 25. ¢

Razmisljajmo v smislu dokaza s protislovjem in dodajmo negacijo zakljucka med pred-
postavke. Sklepoma iz naloge sta torej enakovredna sklepa

pVqg rAs,p=>-r,asVt=-gq,t E 0 in
pVg, rAs, p=-r,asVt=>-g, -t E 0.
Ker sta oba zakljucka ze 0, bomo protiprimer dobili, ¢e nam uspe doseci, da so vse
predpostavke resni¢ne. Za prvi sklep to pomeni (¢e za¢nemo nekje pri koncu) t ~ 1,
g~0,p~1,r~0in vidimo, da ne gre naprej, saj ne moremo vec doseci, da bi bila

predpostavka r A s resni¢na. Pri drugem sklepu pa nabor vrednosti t ~0,r ~1,s ~ 1,
p~0,g~1da protiprimer.

Drugi sklep torej ni pravilen, prvi pa je. Dokazimo ga kar direktno.

1. pvg pred.
2. TAs pred.
3. p=-r pred.
4. —-sVt=-q pred.
5 r Po(2)
6. —p MT(5, 3)
7. q DS(6, 1)
8. —(-sVi) MT(7, 4)
9. sA-t ~(8)
10. -t Po(9)
RESITEV NALOGE 26. ot

Za nabor vrednosti izjavnih spremenljivk

p~0,g~1,r~0, s~0int~0
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so predpostavke drugega sklepa resnicne, zakljucek pa je neresni¢en. Drugi sklep torej
ni pravilen, saj ima protiprimer.

Prvi sklep nima protiprimera. Zapisimo zakljucek v enakovredni obliki
s> (—pVi)~-s=>(p=>t)

in ga dokazimo z dvakratno uporabo pogojnega sklepa.

1. pAg=rVs pred.

2. sV(-rA(—g=1t)) pred.

3.1. =s pred. PS

3.2. —rA(—g=>t) DS(3.1, 2)

3.3. —r Po(3.2)

34, —rA-s 7d(3.3, 3.1)

3.5. =(rvs) ~(3.4)

3.6. =(pAg) MT(3.5, 1)

3.7. =pV—q ~(3.6)

3.8.1.p pred. PS

3.8.2.q DS(3.8.1, 3.7)

3.83.~g>t Po(3.2)

3.8.4.t MP(3.8.2, 3.8.3)

3.8. p=>t PS(3.8.1, 3.8.4)

39. —pVt ~(3.8)

3. —s=(-pVl) PS(3.1, 3.9)
RESITEV NALOGE 27. @

Oba sklepa imata enak zakljuc¢ek. Ta bo neresnicen za vrednostip~1, g~ 0in s~ 0.
Edina razlika med sklepoma je v tretji predpostavki. Za izbiro vrednosti r ~ 1 ter t ~ 1
postanejo vse predpostavke drugega sklepa resni¢ne, predpostavka p = —r prvega
sklepa pa je neresni¢na. Drugi sklep torej ni pravilen.

Ker nam tudi druge izbire logi¢nih vrednosti za r in s ne dajo protiprimera za prvi
sklep, je ta pravilen. Zapisimo dokaz.

1. (=tvg)Vvr pred.
2. —t=>-p pred.
3. p=>-r pred.

41.p pred. PS
4.2.r MP(4.1, 3)
4.3.-tV g DS(4.2,1)
4.4.t MT (4.1, 2)
4.5.q DS(4.4, 4.3)
4.6.qVs Pd(4.5)

4 p=4qVs PS(4.1,4.6)
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RESITEV NALOGE 28.

Sklepa se razlikujeta le v zakljucku. Z izbiro logi¢nih vrednosti

p~1,gq~0,r~0,s~1,t~1in u~1

dobimo protiprimer za drugi sklep.

Prvi sklep nima protiprimera, zato zapiSemo njegov dokaz.

1. pA(rvs)

2. (=tVr)=-p
3. (sAg)=(-tVu)
4. p

5. =(=tVr)

6. tA-r

7. —r

8 rvVs

9. s

10.1.q

10.2.5A¢q

10.3. -tV u

10.4.¢

10.5.u

10. g=u

RESITEV NALOGE 29.

pred.

pred.

pred.

Po(1)

MT(4, 2)
~(5)

Po(6)

Po(1)

DS(7, 8)
pred. PS
Zd(9,10.1)
MP(10.2, 3)
Po(6)
DS(10.4,10.3)
PS(10.1, 10.5)
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Poskusimo kar zapisati dokaz. Ker je zakljucek tega sklepa konjunkcija dveh implika-
cij, lahko dvakrat uporabimo pogojni sklep.

REeSiTEV NALOGE 30.

-q=>-pVr,
q="p
—(sAT)
4. =SV —r
51. p

52. —gq

53. —pVr
54. r

5.5, =s

5. p>-s
6.1. s

6.2. -r
6.3.1.p
6.3.2.p A\ —r
6.3.3.=(=p V)
6.3.4.q9
6.3.5.1q
6.3.6.g A —q
6.3.7.0

6.3. —p

6. s=>-p

el

7. (p=>-s)A(s=—p)

pred.

pred.

pred.

~(3)

pred. PS
MT(5.1, 2)
MP(5.2, 1)
DS(5.1, 5.3)
DS(5.4, 4)
PS(5.1, 5.5)
pred. PS
DS(6.1, 4)
pred. RA
7d(6.2, 6.3.1)
~(6.3.2)
MT(6.3.3, 1)
MT(6.3.1, 2)
7d(6.3.4, 6.3.5)
~(6.3.6)
RA(6.3.1, 6.3.7)
PS(6.1, 6.3)
Zd(5, 6)
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Ta sklep nima protiprimera. ZapiSimo dokaz.
1. pvt pred.
2. tVu=rVs pred.
3. t=-s pred.
4. 1.-(pVvr) pred. RA
4. 2.=p A —r ~(4.1)
4. 3.-p Po(4.2)
4. 4.t DS(4.3,1)
4. 5.=s MP (4.4, 3)
4. 6.—r Po(4.2)
4. 7.-r A=s Zd(4.6, 4.5)
4. 8.—(rVs) ~(4.7)
4. 9.=(tVu) MT (4.8, 2)
410.t A=(tVu) Zd(4.4,4.9)
4.11.0 ~(4.10)
4 pvr RA(4.1,4.11)
Ce zaklju¢ek zamenjamo s p, dobimo sklep
pVt, tVu=rVs, t=-s [k p.
Ta sklep pa ni pravilen. Izbor logi¢nih vrednosti
p~0,r~1,s~0int~1
nam namre¢ (neodvisno od logi¢ne vrednosti 1) da protiprimer.
RESITEV NALOGE 31. @
Ker ima zakljucek obliko implikacije, si bomo pomagali s pogojnim sklepom.
1. rVs=gAr pred.
2. rvsvt pred.
3. -tAr=p pred.
4.1.—t pred. PS
42.rVs DS(4.1, 2)
43.9qNr MP(4.2,1)
4.4.r Po(4.3)
4.5 -t Ar Zd(4.1, 4.4)
4.6.p MP(4.5, 3)
4.7.pANqAT Zd(4.6, 4.3)
48.pAg Po(4.7)
4. —-t=pAg PS(4.1,4.8)
RESITEV NALOGE 32. ot
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Za nabor vrednosti p ~ 0, g ~ 0, r ~ 0 in t ~ 0 so vse predpostavke prvega sklepa
resni¢ne, zakljuc¢ek p pa seveda neresnicen, zato prvi sklep ni pravilen. (Ta nabor

vrednosti ne predstavlja edinega protiprimera za ta sklep.)

Drugi sklep nima protiprimera. Zapisimo dokaz.

Sel e

51.p
52.r
5.3.—¢q
54.qVt
5.5.t
5.6.—p

5.8.0

t:>ﬁp

—qV-p
4. p=>r

r=qVt pred.

pred.

pred.

pred.

pred. RA
MP(5.1, 4)
DS(5.1, 3)
MP(5.2, 1)
DS(5.3, 5.4)
MP(5.5, 2)
7Zd(5.1, 5.6)
~(5.7)
RA(5.1, 5.8)

RESITEV NALOGE 33.

i

a. Ce zklju¢ek zapisemo v enakovredni obliki s V =7 ~ r = s, lahko ta sklep zapi-
Semo v enakovredni obliki

pVq q=-r,-pVr,sV(peq), r E s.

Poskusimo poiskati protiprimer. Ce postavimos~0,7r~1,p~1,g~ 1, so vse
predpostavke razen g = —r resnicne, ne moremo pa doseci (tudi z drugacno
izbiro logi¢nih vrednosti izjavnih spremeljivk), da bi bile vse predpostavke re-
sni¢ne. Nimamo protiprimera.

Zapisali bomo dokaz z uporabo pogojnega sklepa (v smislu enakovrednosti

SV ar~r=s).

woh =

4.

5.1.
5.2.
5.3.

pVvgq
q:>—|7’
—|pVT
sV(peq)
r

-q
—pVq

54.(pVvg)A(=pV—q)

5.5.
5.6.

5.
6.

=(p©q)
S
r—==S5

sV ar

pred.
pred.
pred.
pred.
pred. PS
MT(5.1, 2)
Pd(5.2)
Zd(1, 5.3)
~(5.4)
DS(5.5, 4)
PS(5.1, 5.6)
~(5)
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b. Tudi ta sklep nima protiprimera. Za protiprimer mora namre¢ biti 4 ~ 1, da
bo zakljucek —q neresni¢en. Vendar s to vrednostjo za g nikakor ne moremo
doseci, da bi bile vse predpostavke resni¢ne.

Zapisimo Se dokaz tega sklepa. Uporabili bomo dokaz s protislovjem.

1. pvg pred.

2. g=-r pred.

3. -p=>r pred.

4. pVg pred.

5. =a(svr) pred.

6. (pVaA(=pV—-q) ~(4)

7. =pV-—q Po(7)

8.1.q pred. RA

8.2. r MP(8.1, 2)

8.3.p MT(8.2, 3)

8.4.-p DS(8.1, 7)

8.5.pA-p 7d(8.3, 8.4)

8.6.0 ~(8.5)

8. —q RA(8.1, 8.6)
RESITEV NALOGE 34. @

a. Da bo zakljucek neresnicen, mora veljati t ~ 0. (In seveda r ~ 1 ali s ~ 1, vendar
pocakajmo z izbiro teh vrednosti.) Da bodo predpostavke, pri tej izbiri resnic¢ne,
moramo postaviti p ~0,q~ 0, r ~ 0 ter s ~ 1. Pri tej izbiri je zakljucek neresni-
¢en, imamo protiprimer.

b. Pri zgornji izbiri vrednosti je izjava s = p A g neresnicna, izjavi p = q A s ter
g = p A's pa resnic¢ni. Sklep bo torej kveéjemu pravilen, ce med predpostavke
dodamo prvo izjavo. Zapisimo dokaz tega sklepa.

1. svp pred.
2. p=>t pred.
3. —q pred.
4. r=t pred.
5. s=pAq pred.
6. =gV -p Pd(3)
7. =(pAq) ~ (6)
8. —s MT(7, 5)
9. p DS(8, 1)
10.t MP(9, 2)

11.t Vv —(rvs) Pd(10)
12.(rvs)=>t ~(11)

RESITEV NALOGE 35. et
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a. Zapisimo te tri sklepe eksplicitno:

pVT,qﬁﬁplzp/\q, pVI’,q:>—|p|:qﬁl’, er,q:>—|p|:—|r.

Vrednostip ~ 1, g ~ 0in r ~ 0 nam dajo protiptimer za prvi in tretji sklep. Drugi
sklep nima protiprimera. Napacna sta torej prvi in tretji sklep.
b. Drugi sklep nima protiprimera in je pravilen. Zapisimo dokaz.

l.pvr pred.
2.q=-p pred.
3.-p=>r ~(1)
4.q9=r HS(2,3)

c. Vsi trije sklepi bodo pravilni, ¢e dodamo npr. predpostavko P; = 0, t.j. proti-
slovje, saj je vsak sklep oblike 0 | B pravilen.

RESITEV NALOGE 36. @

a. Pois¢imo protiprimer. Da bo zaklju¢ek neresni¢en, mora biti r ~ 0 in t ~ 0. Ce
sedaj postavimo Se g ~ 0, p ~ 0 ter s ~ 1, postanejo vse predpostavke resni¢ne.
Imamo protiprimer.

b. Priizboru vrednosti logi¢nih spremenljivk, ki nam dajo protiprimer, so resni¢ne
tudi izjave P, Py in P,. Sklepi, ki ji dobimo, ko dodamo katerokoli od teh izjav,
torej ostanejo nepravilni.

Ce dodamo, P, pa dobimo sklep

pA-q=71, pVs, q=1t, —t, s>t E tVr,

ki nima protiprimera. Zapisimo dokaz tega sklepa.

1. pA—g=r pred.

2. pVs pred.

3. q=t pred.

4. -t pred.

5. s=t pred.

6. —s MT(4, 5)
7. p DS(6, 2)
8. —g MT(4, 3)
9. pA—q Zd(7, 8)
10.r MP(9, 1)
11.tVr Pd(10)

2. Predikatni ra¢un

RESITEV NALOGE 37. et
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Preoblikujemo formulo A:

A ~ =Vx(P(x)A
~ dx=(P(x) A=Q
~ dx(=P(x)V
~ dx(P(x)
~ dx(P(x)

Brez tezav lahko najdemo interpretacijo v kateri bo imela formula logi¢no vrednost 0.
Izberimo na primer podrocje pogovora D = IN, predikata P in Q pa tako, da bo P ves
Cas veljaven in Q ves Cas napacen. Na primer:

P(x) = xjenenegativno Stevilo,
Q(x) = x?jenegativno stevilo.

V tej interpretaciji je formula A enakovredna 3x(1 = 0) ~ 0, zato A ni splosno veljavna
formula.
Preoblikujemo Se formulo B:

B ~ =Vx(P(x)A-Q(x))VIAx(Q(x) = P(x))
~ =Vx(P(x) A=Q(x)) v x (=Q(x) V P(x))
~ Jx=(P(x) A =Q(x)) vV Ix (=Q(x) V P(x))
~ Jx(=P(x) vV Q(x)) vV Ix(=Q(x) V P(x))
~ Ax(=P(x) vV Q(x) V =Q(x) V P(x))
~ dx(=P(x) V1V P(x))
~ dx:1
~ 1.
Vidimo, da je formula B splosno veljavna.
RESITEV NALOGE 38. @

Najprej preoblikujemo formulo A:
A ~ VYz3dy (R(z,v) VVw-=R(y,w))
~ Vz(dyR(z,v) VIyVw-R(y,w))
~ VYz3yR(z,y)VIyVw-R(y, w)

~ V¥x3yR(x,y) v Iy¥w -R(y, w)
~ V¥x3yR(x,y) v IxVy-R(x,7)
~ VxdyR(x,v) VvV -YxIy R(x,v)
~ 1.

Formula A je torej splosno veljavna. Oglejmo si Se formulo B. Oznacdimo By = Vxdy R(x, )
in B, = dxVYy R(x,v). Za podrocje pogovora vzemimo D = N, za predikat pa

R(x,y) = x je strogo vedji .
Potem je

By = Za vsako naravno $tevilo x obstaja naravno Stevilo p, ki je strogo manjse.
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To seveda ni res, ker nobeno naravno Stevilo y ni strogo manjSe od x = 0. Po drugi
strani je

B, = Obstaja naravno Stevilo x, da so vsa naravna Stevila y strogo manjsa.

Tudi to seveda ni res, ker na primer y = x ni strogo manjsi od samega sebe. Torej je
B=B; VB, ~0VO0~0vV tej interpretaciji napa¢na. Formula B torej ni splosno veljavna
in ni enakovredna formuli A.

RESITEV NALOGE 39. i

a. Preoblikujemo formulo A:

A ~ dx(=VyP(x,y)VVyR(x,p))
~ dx=VYyP(x,p) vVIxVyR(x,p)
~ =VxVyP(x,y) VIxVy R(x, 7).

Zdaj pa poskusimo preoblikovati formulo B tako, da dobimo isto:

B ~ dAx(=YyP(y,x)VVYyR(x,7v))
~ dx=VYyP(y,x)VvIxVy R(x,

y)
~ =VYx¥yP(y,x) VIxVyR(x,7))
~ =VYyVxP(x,p) vVIxVyR(x,p))
~ =VxVyP(x,y) VIxYyR(x,p)).

Formuli A in B sta torej ekvivalentni.
b. Preoblikujemo Se formulo C:

C ~ dx(=YyP(x,v) VVYR(y,x))
~ dx=VyP(x,y) VIxVyR(y, x))
~ =YxVyP(x,v) VIxVyR(y, x)).
Oznac¢imo X = =VxVyP(x,y), Y = xVyR(x,y) in Z = AxVyR(y,x). Potem je
A=XVYin C =XV Z. Poiskali bomo interpretacijo, v kateri bosta imela X in

Z vrednost 0, Y pa vrednost 1. Potem bo v tej interpretaciji A ~1in C ~ 0, in
bomo s tem pokazali, da formuli nista enakovredni. Naj bo podrocje pogovora

D=IN\{0},
P(x,y) = x<ypalipay<x,
R(x,y) = xdeliy.
Potem je:
X = Nires, da za vsa naravna stevila x in y velja, da je x manjsi ali enak y
ali y manjsi ali enak x.
Y = Obstaja naravno Stevilo x, ki deli vsa naravna stevila y.
Z = Obstaja naravno stevilo x, ki je deljivo z vsemi naravnimi stevili y.

Seveda je X ~ 0, Y ~ 1, ker x = 1 res deli vsa naravna Stevila, in Z ~ 0, ker
nobeno naravno Stevilo ni deljivo z vsemi ostalimi.

RESITEV NALOGE 40. et
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Formule preoblikujemo. Pomagamo si z dejstvom, da lahko vrstni red istovrstnih
kvantifikatorjev poljubno spremenimo:

A ~ JAx(=YyP(x,y)VIYR(x,p))
~ Ax(Jy=P(x,p) vVIyR(x,p))
~ dxdy-P(x,y) vVIxdy R(x,p),
B ~ dy(=VxP(x,y)vIAxR(x,p))
~ dydx-P(x,v) VIxR(x,v))
~ dydx-P(x,y) VIydxR(x, 7))
~ dxdy-P(x,v) vVIxdy R(x,7)),
C ~ =(@xVyP(x,v))VvIxIyR(x,7p)
~ Vxdy-P(x,y) VIxdy R(x,p).
Vidimo, da sta formuli A in B enakovredni. Poi§¢imo Se interpretacijo, ki bo pokazala,
da formuli A in C nista enakovredni. Naj bo podrocje pogovora D =N in
P(x,y) = xdeliy,
R(x,y) = 0.
Oznac¢imo X =3dxdy—P(x,y), Y =dxdyR(x,y) in Z = Vxdy -P(x,p). Potem je
X = Obstajata naravni stevili x in p, taki da x ne deli p.
Z = Zavsanaravna Stevila x obstaja naravno Stevilo y, ki ga x ne deli.

Seveda je X ~ 1, vzamemo lahko na primer x = 2 in y = 3. Prav tako je oc¢itno Y ~ 0.
Poleg tega je tudi Z ~ 0, ker za x = 1 tak y ne obstaja. Sledi, daje A ~1Vv0 ~ 1in
C ~0VO0 ~ 0. Formuli A in C v tej interpretaciji torej nista enakovredni.

RESITEV NALOGE 41. @
Formula A je Ze v preneksni obliki. Do preneksne oblike preoblikujemo Se formuli B
in C:

B = dxP(x)Vv3IxQ(x)~3dx(P(x)V Q(x)),

C = dxP(x)vdyQ(y) ~IxP(x)VvIxQ(x)

~ Ax(P(x) v Q(x)).
Pri tem smo upostevali, da je
dAxFy VaAxF, =dx(F; V F,).

Vse tri formule so torej enakovredne.
RESITEV NALOGE 42. i

Najprej poiS¢emo interpretacijo, v kateri bosta imeli formuli A in B razli¢no vrednost.
Najbo D ={x €N | x > 2} in naj bo P(x) = 1 in R(x) = 0 za vse x € D. Formuli A in B se
v tem primeru poenostavita v:
A ~ Vxdy —(P(x) A Q(x,p))
~ Vxdy =Q(x, ),
B ~ dyVYx—(P(x) AQ(x,v))
~ dyVx =Q(x,p).
Pri tem smo upostevali, daje X = 0 ~-Xin 1 A X ~ X. Naj bo se

Q(x,y) = x deli p.
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Potem formuli A in B trdita

A = Zavsako naravno stevilo x > 2 obstaja naravno Stevilo y > 2, ki ga x ne deli.

B = Obstaja naravno Stevilo y > 2, ki ni deljivo z nobenim naravnim Stevilom x > 2.

Seveda je trditev A resni¢na. Za vsak x € D na primer Stevilo y = x + 1 ne bo deljivo
z x. Trditev B pa je napacna, ker je vsako naravno Stevilo y > 2 deljivo s samim seboj.
Trditvi A in B zato nista enakovredni. Trditvi C in D preoblikujemo:

C ~ AxVy (~(P(x) A Q(¥,7)) V R(x))
~ JAxVy (=P(x) V =Q(v,¥) V R(x))
~ JxVy (=P(x) vV R(x) vV =Q(v,))
~ Jx (=P(x) VR(x) VVYy =Q(y,7))
~ dx (=P(x) VR(x)) VVy ~Q(v,9),

D ~ V¥ydx (=(P(x) AQ(»,9)) VR(x))
~ VYydx (=P(x) vV -Q(y,9) V R(x))
~ Yy (3x (=P(x) V R(x)) V =Q(,7))
~ 3x (=P(x) VR(x)) V Yy ~Q(3, ).
Pri tem smo upostevali, da je
Vx(F; VF;)=F;VVxF, in dx(F; VF,)=F;Vv3idxF,,
¢e spremenljivka x v formuli F| ne nastopa. Vidimo, da sta trditvi C in D enakovredni.
RESITEV NALOGE 43. @
Formule preoblikujemo:
A ~ JxP(x)AdyQ(y)
~ Jx(P(x) ATy Q(p))
~ Axdy (P(x) A Q(Y)),

B~ Jx=(=P(x)V-Q(x))
~ Jx(P(x) A Q(x)),

C ~ 3JxP(x) AIxQ(x)
~ AxP(x) Ay Q(y)
~ Ax(P(x) Ady Q(v))
~ Ax3y (P(x) A Q(v)),

D ~ dx-P(x)Vvdx-Q(x)

~ Jdx=P(x) vIy-Q(y)

~ dx(=P(x) vVIy-0Q(y))

~ dxdy (=P(x) v -Q(v))

~ 3xdy-(P(x) A QW))
Vidimo, da sta A in C enakovredni. Pokazemo Se, da formula A ni enakovredna formuli
B in formuli D ter da formuli B in D nista enakovredni. Naj bo podrodje pogovora
D = {a, b} in naj bo

P(a)=1, P(b)=0, Q(a)=0, Q(b) =1.
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Potem je formula A veljavna, ker lahko vzamemo x = a in y = b. Formula B ni veljavna,
ker je

Pa)AQ(a)~1A0~0 in P(b)AQ(b)~0A1~0.
Formula D je veljavna, ker lahko vzamemo na primer x =y =a in je

~(P(a) A Q(a)) ~ ~(1 A 0) ~ =0 ~ 1.

S to interpretacijo smo torej pokazali, da formula B ni enakovredna A in D. Naj bo zdaj
podrocje pogovora D = {a} in naj bo

P(a)=1, Q(a) =

Potem je formula A ocitno veljavna, formula D pa ne, zato tudi A in D nista enakovre-
dni.

RESITEV NALOGE 44. T

Formule preoblikujemo:

A ~ Jx(=P(x)VQ(x)) VIx (P(x)VQ(x))
~ Jx(=P(x) vV Q(x) V P(x) v Q(x))
~ dx (=P(x) V P(x) vV Q(x) V Q(x))
~ Jx(1vQ(x)VvQ(x))
~ dx:1
~ 1,

B ~ dx(=P(x)V Q(x))
~ dx =P(x)Vdx Q(x)
~ dx=P(x)Vv3Iy Qy),

C ~ —dxP(x)Vvdx Q(x)
~ Vx =P(x)Vdx Q(x)
~ VYx=P(x) vy Qy).

Vidimo, da sta formuli A in D enakovredni. Pokazimo Se, da formuli B in C nista

enakovredni in da nobena od njiju ni splosno veljavna. Naj bo podrocje pogovora
D = {a, b} in naj bo

P(a)=1, P(b) =0, Q(a) =0, Q(b) =

Potem je 3y Q(y) ~ 0, poleg tega pa je 3x =P(x) ~ 1 in Vx =P(x) ~ 0. Zato je B~ 1 in
C ~ 0. S to interpretacijo smo torej pokazali, da B in C nista enakovredni in da C ni
splosno veljavna. Naj bo e D = {a} in

P(a) =1, Q(a) =
V tej interpretaciji je B ~ 0, zato tudi B ni splosno veljavna.

RESITEV NALOGE 45. et
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Najprej preoblikujmo formulo W:

W ~ Vy
~ Yy
~ Vy (Ix=P
~ VYydx (=P(x)VR(x,p
~ Vydx (P(x) = R(x,p)
~ U.

Formuli U in W sta torej enakovredni. Dokazimo Se, da U in V nista enakovredni. Za
podrocje pogovora izberimo D = {a, b} in naj bo P(a) =0, P(b) =1 ter R = 0. Formulo V
lahko zapiSemo kot

V ~Vy(Vx=P(x) VAxR(x,p)).

Ker je P(b) =1, je Yx=P(x) ~ 0. Ker je R =0, je AxR(x,y) ~ 0. Torej ima formula V
v tej interpretaciji vrednost 0 pri vseh izbirah spremenljivk x in y. Za formulo U pa
pri vy = a izberemo x = a in dobimo P(a) = R(a,a) ~ 0 = 0 ~ 1, ter pri y = b izberemo
x = a in spet dobimo P(a) = R(a,b) ~ 0= 0~ 1. Formula U je torej v tej interpretaciji
logi¢no veljavna. Sledi, da U in V nista enakovredni.

RESITEV NALOGE 46. ais

a. Formulo B preoblikujemo v formulo A:
B ~ dxVyV¥z (Q(z) = P(x,v)
~ 3x¥y¥z (~Q(2) V P(x
~ HxVy (V2-Q(z) V P(x
~ 3x (V2Q(2) V YyP(x,
~ (V2-Q(2) VIxVyP(x,y
~ ¥z (=Q(z) v IxVyP(x,y
~ Vz3x (~Q(2) VVYP(x,y
~ ¥z3x¥y (~Q(z) V P(x

~ VzAxVy (Q(z) = P(x,))
~ A

)
X))
X))
12)
)
)
)
X))

b. Upostevamo, da je 1 = F ~ F in izberemo predikat Q tako, da bo Q = 1. Naj bo,
na primer,
Q(z) = z je naravno Stevilo.

Potem se formuli A in C poenostavita v

A ~ dxVyP(x,),

C ~ VydxP(x,p).
Naj bo

P(x,y) = stevilo x je naslednik Stevila y.

Poglejmo, kaj pravita formuli A in C v tej interpretaciji.
A = Obstaja naravno stevilo x, ki je naslednik vseh naravnih Stevil p.
C = Zavsako naravno $tevilo y lahko najdemo naravno Stevilo x,

ki je naslednik Stevila y.
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Vidimo, da je A ~ 0 in C ~ 1, ker ne moremo najti enega x, ki bi bil naslednik
vsem naravnim Stevilom, lahko pa za vsako naravno Stevilo y najdemo kaksen
x, ki bo dober, recimo kar x = y + 1. V tej interpretaciji torej formuli A in C
nimata iste logicne vrednosti in s tem smo pokazali, da nista enakovredni.

3. Mnozice

RESITEV NALOGE 47. ¢

Oznadimo L = (A+C)NBter D = (AUB)\(ANC). Ce narisemo Vennova diagrama obeh
mnozic, vidimo, da sliki nista enaki. Kot izgleda, pa velja L C D.

A A

L D

Ker Vennova diagrama nista enaka, tudi mnoZici (najbrz) nista enaki. Pois¢imo primer
mnoZic A, Bin C, da bo L # D. Pomagamo si lahko z narisanima Vennovima diagra-
moma. Vidimo npr., da del mnozZice B, ki je sencen na desni sliki, ni sencen na levi. Ce
izberemo kar A=@, B={1}in C =@, dobimo L=@ in D ={1},tj. L= D.

ZapiSimo sedaj mnoZici L in D kot uniji presekov mnozic A, B in C oziroma njihovih
komplementov:

L=(A+C)NB=(ANC UA°NC)NB=ANBNC UA°NBNC,
D=(AUB)\(ANC)=(AUB)N(ANC) =(AUB)N(A“UC")
=ANA°UANC UA°NBUBNC‘=ANC‘UA“NBUBNCE.

Ker za poljubni mnozici X in Y velja XNY C X ter X C X UY, je iz tu Ze jasno L C D.
Velja namrec

L=ANBNC UANBNCCANC UA‘NBCANC UA°“NBUBNC =D.
Za malce bolj direktno utemeljitev zapisemo preseke v izrazu za D tako
ANC =(ANC)N(BUB)=ANBNC UANB‘NCE,
A°NB=(A“NB)N(CUC)=A°NBNC UA“NBNCE,
BNC =(BNC)N(AUA)=ANBNC UA“NBNC".
Dobimo
D=ANC°UA°NBUBNC =ANBNC UANB°‘NC UA°NBNCUA°NBNCE,

kjer smo Ze upostevali idempotentnost unije (t.j. X U X = X). Jasno je, da sta dva
preseka v tem zapisu ravno tista, ki jih Ze imamo v L, t.j. D = LUN (za ‘neko’ mnozico
N), kar (spet) pomeni L C D.

RESITEV NALOGE 48. ¢

Ozna¢imoL=A+B+CinD=(A+B)NC° U (A+C)NB° U (B+C)N A€ ter nariSimo
Vennova diagrama obeh mnozic.
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A A

L D

Na podlagi Vennovih diagramov zgleda, da mnoZici nista enaki (L # D), poleg tega pa
se zdi, da velja L = D v primeru ANBNC = @, saj je edina razlika med Vennovima
diagramoma ravno del, ki predstavlja ANBNC.

Zaénimo najprej s splosnim primerom. Ce vzamemo A = B = C = {1}, potem je L =
A+B+C={1}in D = @, torej mnozici L in D v sploSnem nista enaki.

Natancno si oglejmo Se primer AN BN C = @. ZapiS§imo mnozici L in D kot unijo
presekov mnozic A, B in C oziroma njihovih komplementov. Za¢nimo z

D=(ANB°UBNA)NC UANC UCNA)NB U (BNC UCNB)NA"

=ANB°‘NC UA°NBNC UA° NB°NC,

kjer smo preseke, ki se sicer pojavijo veckrat, Ze zapisali le enkrat. Se
L=A+B+C=A+(B+C)=A+(BNC° U CNB
=ANBNC°UCNB)U(BNC° UCNB)NA".

Posebej poglejmo

AN(BNC UCNB)=AN((B°UC)N(C°UB))=AN(B°NC° UBNC)

=ANB°NCS,
saj ANBNC = @. Torej
L=ANB‘NC UANBNC UA° NB°NC,

kar je res enako kot D.
RESITEV NALOGE 49. s

Oznac¢imo X = (ANB)x(CUD)inY = ((AxC)U(BxD))N((AxD)U(BxC)). Oba
kartezi¢na produkta lahko predstavimo s spodnjima skicama.

O — C

.............................................................................

p1: - |\ x DI |y

B - EB

Vsebovanost X C Y preverimo po elementih. Vzemimo urejen par (u,v) € X, t.j. u €
ANBinve CUD. To pomeni, da velja

ueAANueBA(veCVveD).
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Iz tega pa logic¢no sledi
(ueAANveC)V(ueBAveD) ter (ueAANveD)V(ueBAve(l),

kar pomeni

(u,v) e(AxC)U(BxD) in (u,v) e (AxD)U(BxC).
To pa ravno pomeni, da je (u,v) element preseka teh kartezi¢nih produktov, t.j. (u,v) €
Yinzato X CY.

V sploSnem X # Y. Pomagajmo si kar z zgornjo skico. Vzemimo A = {1}, B = @ in
C=D={a}. Tedajje X =@in Y ={(1,4a)}.

Pogoj A+ B = @ pomeni A = B. V tem primeru lahko zapiSemo

X =Ax(CUD),
Y=((AXxC)U(AxD))N((AxD)U(AxC))=(Ax(CUD))N(Ax(CUD))
=Ax(CUD),

kar sta jasno enaki mnozici.
RESITEV NALOGE 50. ot

Narisimo Vennova diagrama mnoZic L in D.

A A

L D

a. Glede na Vennova diagrama kaZe, da mnozici L in D nista enaki. Da to natan¢no
utemeljimo, lahko vzamemo kar A = B = {1} ter C = @. Tedajje L=@ in D = {1},
torej L = D.

b. Na podlagi Vennovih diagramov lahko sumimo, da velja L C D. Zapi$imo Lin D
kot unijo presekov mnozic A, B in C oziroma njihovih komplementov. Imamo

L=ANB°UA°NBNC
ter D=AN(BNC)*UBNCNA“=AN(B°UC)UBNCNAS
=ANB°UANC‘UA°NBNC.

Od tod je jasno, da res velja L C D.

c. Pogoj AN B C C lahko zapiSemo kot AN BN C® = @. Razsirimo zapis L in D,
da bo res izrazen s preseki vseh treh mnozZic (oziroma njihovih komplementov).
Dobimo

L=ANB‘N(CUC)UA“NBNC
=ANB°NCUANB‘NC UA“NBNC
ter D=ANB°N(CUC)UANC°N(BUB)UA“NBNC
=ANB°NCUANB°NC UANBNC° UANB‘NC°UA°NBNC
=ANB°NCUANB°NC UA“NBNC,

kjer smo v zadnji vrstici upostevali pogoj AN BN C® = @ ter idempotentnost
unije. Pri dodatnem pogoju torej velja L = D.
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Enakost L = D pri pogoju AN BN C® = @ bi lahko udemeljili tudi nekoliko
drugace. Ce ¢len AN CF iz zapisa za D zapisemo kot

ANC°N(BUB)=ANBNC °UANB°‘NC‘ =ANB‘NC*
in upostevamo A N B°NC® C AN B, potem spet ugotovimo, da velja L = D.
RESITEV NALOGE 51. @

Narisimo Vennove diagrame mnozic My, M,, M3in M =A+B+C.

A A A A
B@C B@c B@C B@C
M, M, M3 M

a. ZapiSimo mnozice My, M, in M3 kot unije presekov mnozic A, B in C oziroma
njihovih komplementov:

M;=AN(BUC)=ANB°NCS,
M, =(ANBUA‘NB )YNC=ANBNCUA“NB°NC,
M3;=(ANCUANC)NB=ANBNCUA“NBNCS,
Od tod je jasno, da velja M N M, =@, MiNM; =@ ter M,NM3;=ANBNC.
Mnozice My, M, in M3 bodo torej paroma disjunktne pri pogoju ANBNC = 2.
b. 1z zgoraj izpeljanega vidimo
M{UM,UM3;=ANBNCUA“NB°NCUA“NBNC UANB‘NC".
Poleg tega velja
A+B+C=AN(B+C) U (B+C)NA®
=ANBNC°UCNB)U(BNC UCNB)NA®
=AN((BUC)N(C°UB))UA“NBNC UA‘NB‘NC
=AN(BNCUBNC)Y)UANBNC UANB°NC
=ANBNCUANB°‘NC UA°NBNC UA“NB‘NC,
kar je enako tistemu, kar smo dobili za M; UM, U M3.

RESITEV NALOGE 52. ¢

a. Vennovi diagrami mnozic X, Y in Z so na spodnji sliki.
A A A
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Mnozica W je vedno prazna. Iz zapisa
W=(AUB)NC°*N(BUC)NA°N(CUA)NB*

je namrec hitro jasno, da dobimo le unijo presekov oblike TNT* = @.

b. Glede na Vennove diagrame kaze, da X v splosSnem ni enaka nobeni od mnozic
Y, Z ali W. Ze en sam protiprimer bo dovolj. Vzemimo kar A=B=C =(1}. V
tem primeruje X ={1},vendar Y =Z =W = 2.

c. Glede na Vennove diagrame spet kaze, da nobeni dve izmed mnoZic Y, Z in W
nista enaki. Spet bo dovolj en sam (primerno izbran) protiprimer. Vzemimo
A={1},B={1,2}in C =@. Tedajje Y ={1,2}, Z = {2} in W = @. Nobeni dve od
teh mnoZic torej nista enaki.

RESITEV NALOGE 53. @
Iz AUB C XNA dobimo
ACX,ACA BCX,BCA.
IzXUA C XNBpadobimo
XCX,ACX,XCB,ACB.
Trivialne vsebovanosti lahko seveda ignoriramo. Iz BC A in A C B sledi A = B. Nato pa
opazimo Se BC X C B oziroma A C X C A (saj A = B), kar pomeni X = A. To je, izgleda,
Ze tisto kar iS¢emo:
e A = Bje pogoj za resljivost,
e X = Aje resitev (pri izpolnjenem pogoju).

Preverimo nase ugotovitve, tako da v originalen sistem vstavimo pogoj in reSitev:

AUACANA,
AUACANA,

kar jasno drzi.
RESITEV NALOGE 54. @

a. Zapisimo nas sistem s temi mnozicami A, B in C:
{1,2}uX={1,2,3,4NX,
{1,2,3,4}n X ={1,2,3} U X.

Iz tega zapisa bomo lahko hitro razbrali, kaj so resitve. Prva enakost velja za
X =1{1,2}, X ={1,2,3} in X ={1,2,3,4}. Druga enakost pa velja X ={1,2,3} in
X ={1,2,3,4}. Obe enakosti torej veljata za

X ={1,2,3} in X ={1,2,3,4}.

b. Iz obeh enakosti, ki jih gledamo kot obojestranski vsebovanosti, dobimo vsebo-
vanosti
ACB, ACX,XCB

ter
AUCCB,AuCCX, XCB.

(Pri tem smo trivialne vsebovanosti oblike T C T kar izpustili.) Prva vrstica teh
vsebovanosti je pravzaprav zZe zajeta v drugi vrstici vsebovanosti.
Kot kaze, je
e AUC C B pogoj za resljivost,
e resitve so vse mnozice X, za katere velja AUC C X C B.
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‘Vstavimo’ pogoj in resitev X v nas sistem:
AUX=BNX karpomeni X=X,
BNX=AUCUX kar pomeni X =2X.

Obe enacbi sta torej res izpolnjeni.

RESITEV NALOGE 55. als
Prepisimo sistem tako:

CUX=ANX,

BNX=CnA".

Iz prve enakosti sledi
CCA, CCX,XCA.

Ce C C A, kar je enakovredno C N A° = @, upostevamo pri drugi enakosti, ta postane
BN X = @, kar je enakovredno X C B. ReSitve X in pogoje za resljivost lahko sedaj
strnemo v

CCXCANB* oziroma CCXCA\B.

(Pogoj za resljivost je torej C C A\ B, resitve pa so vse mnozice X, ki vsebujejo C in so
podmnozice A\ B.)

Naredimo preizkus. Ce pogoje in kandidate za reSitev vstavimo v originalen sistem,
dobimo

XUC=ANX karpomeni X=X,
BNX=C\A karpomeni ©=0.
RESITEV NALOGE 56. 1@
Zac¢nimo s prvo enakostjo, na obeh straneh ‘dodamo’ simetri¢no razliko z mnozico A
(A+(XNB))+A=(A+B)+A kar pomeni XNB=B.
Iz te enakosti takoj sledi B C X. Iz druge enakosti pa lahko zaklju¢imo Se
X CA,BCA.

Pogoj za resljivost je torej B C A, resitve pa so vse mnozice X, za katere velja BC X C A.
Se preverimo

A+(XNB)=A+B karpomeni A+B=A+B5,
XUAUB=A kar pomeni A=A.

RESITEV NALOGE 57. @
Najprej prepiSemo drugo enakost v
XuC=CnB".

Od tod zaklju¢imo X € CN B in C C B°. Zadnja vsebovanost pomeni C N B = C in
X € CN Bf lahko poenostavimo v X C C oziroma X = X N C. Ce to upostevamo pri prvi
enakosti sistema, dobimo

ANX=ANC karpomeni ANXNC=ANC karpomeni XN(ANC)=ANC,
kar pomeni ANC C X.

Strnimo nase ugotovitve:

e pogoj za resljivost je C C B¢ (kar je enakovredno BN C = @),
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e resitev je vsaka mnozZica X, za katero velja ANC C X C C.
(Hitro lahko preverimo, da vsaka taka mnozica X ustreza originalnemu sistemu.)

RESITEV NALOGE 58. et

Iz prve enakosti ugotovimo
ACX,CCACCX.

Iz A C X sledi A\ X = @ in druga enakost postane
BNCU(X\A) =2.
To pa pomeni BNC =@ in X \ A = @ oziroma X C A.

Strnimo ugotovitve:

e pogoja za resljivost staCCAinBNC =0,
o resitevije X = A.
RESITEV NALOGE 59. @

Prepi$imo sistem tako, da vse razlike mnozic zamenjamo s preseki z ustreznimi kom-
plementi. Dobimo

AUX =BnX¢,
XUC=BnX,
ANX=CnX".

Iz prve enakosti sledi

ACB, ACX% XCB, XCX"
Zadnji pogoj pomeni X = @. Imamo torej Ze edinega kandidata za resitev, dolociti pa
moramo Se pogoje za reSljivost. Najlazje bo, ¢e v zgornje tri enakosti kar vstavimo
X=0:

Q0O >
I
08

Zakljuc¢imo:
e pogoja za resljivost sta A=Bin C =@,
o resitevije X = @.
RESITEV NALOGE 60. @
Iz prve enakosti sledijo vsebovanosti
ACB,ACC,XCB, XCC.
Iz druge enakosti pa sledijo vsebovanosti
BCABCC, XCA, XCC.
Od tod zakljucimo:

e A=DBin A C C sta pogoja za resljivost,
e resitve so vse mnozice X, za katere velja X C A. (Iz pogojev sledi ANBNC = A.)
Naredimo Se ‘preizkus’:
BNC=AUX karpomeni A=A,
BUX=ANC karpomeni A=A.
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RESITEV NALOGE 61. ¢

Netrivialna vsebovanost, ki sledi iz enakosti (CUA)NB=(CNB)UA,jele ACB. Vtem
primeru lahko levo stran te enakosti zapiSemo kot

(CUA)NB=CNBUANB=CNBUA,
kar je seveda enako desni strani nase enakosti. Enakost torej velja pri pogoju A C B.
Resimo sedaj sistem

(XUA)NB=(XNB)UA,
AUX =BnX,

Pogoj za izpolnjenost prve enakosti Ze poznamo, ta je A C B. Iz druge enakosti pa sledi
ACB,ACX,XCB.
Strnimo:
e pogoj za resljivost je A C B,
e resitve so vse mnozice X, za katere velja A C X C B.

RESITEV NALOGE 62. ais

a. Za disjunktni mnozZici A in B velja A + B = AU B in sistem lahko prepiSemo v

AUB=XNC,
AUX=ANC"

Iz prve enakosti dobimo
ACX, ACC,BCX,BCC.
Iz druge enakosti pa dobimo
ACC,XCA XCC.

Pogoja AC Cin AC C° pomenita ACCNC =g, torej A=02. Iz X C A sledi se
X=@inizBCXseB=0.
Ugotovili smo:
e pogoja za resljivost sta A=@in B=@,
e resitevje X = @.
b. Nas sistem je sedaj
A+B=XnC,

AUX=ANC"
Iz druge enakosti (tako kot prej) dobimo
ACC XCA XCcC-

Zadnja vsebovanost pomeni X N C = @ in, ko to upostevamo pri prvi enakosti,

dobimo

A+B=0,
kar pomeni A = B. Upostevamo Se, da lahko A C C¢ zapiSemo kot ANC = @, in
zaklju¢imo

e pogoja za resljivoststa A=BinANC=9,
e resitve so vse mnozice X, za katere velja X C A.
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4. Relacije

RESITEV NALOGE 63. et

a. Z x = 1 so v relaciji vsa stevila y, za katera 3 deli 1 + y, torej dobimo povezavi
(1,2) in (1,5). Z x = 2 so v relaciji vsa Stevila y, za katera 3 deli4+y =1+y,
torej dobimo povezavi (2,2) in (2,5). Z x = 3 so v relaciji vsi p, za katere 3 deli
9+ vy =y, torej dobimo (3,3) in (3,6). Z x = 4 so v relaciji vsi y, za katere 3 deli
16 +y =1+y, torej dobimo (4,2) in (4,5). Z x = 5 so v relaciji vsi y, za katere
3 deli 25+ vy =1+, torej dobimo (5,2) in (5,5). Z x = 6 so v relaciji vsi y, za
katere 3 deli 36 +y =y, torej dobimo (6,3) in (6,6). Graf relacije R? je kar enak
grafu relacije R, saj lahko v dveh korakih pridemo v natanko iste tocke kot z
enim korakom.

b. Relacija R ni simetricna, ker je na primer 1R2, vendar pa ni 2R1. Relacija je
delna urejenost, Ce je refleksivna, antisimetri¢na in tranzitivna. Relacija R ni
refleksivna, ker na primer ni 1R 1, zato ni delna urejenost. Ker je 2R5 in 5R2,
vendar ni 2 = 5, relacija R ni antisimetri¢na in tudi od tod sledi, da ni delna
urejenost. Je pa relacija R tranzitivna. Za to bi sicer zado$¢alo e R? C R, v tem
primeru pa celo velja enacaj.

c. Relacija je ekvivalencna, ce je refleksivna, simetri¢na in tranzitivna. Relacija R
torej ni ekvivalencna, ker smo Ze zgoraj premislili, da ni refleksivna.

d. Ce bi veljalo 1R™1, bi to pomenilo, da lahko v grafu relacije R v m korakih
pridemo od 1 nazaj v 1. Ker v grafu R v tocko 1 ne vodi nobena pot, tega
ne moremo storiti, torej tak m ne obstaja. Nasprotno pa lahko pridemo iz 2 v
2 v poljubnem stevilu korakov, zato lahko za n izberemo katerokoli pozitivno
naravno Stevilo.

RESITEV NALOGE 64. et

a. Enacba ax + by = 3 ima celoStevilske resitve natanko tedaj, ko gcd(a, b) deli 3.
Stevili 1 in 3 sta tako v relaciji z vsemi, $tevilo 5 je v relaciji z vsemi razen samo
s seboj in soda Stevila so v relaciji samo z lihimi Stevili. Graf relacije S dobimo
tako, da grafu relacije R dodamo vse zanke. Ker lahko v grafu relacije R v dveh
korakih pridemo iz vsake tocke v vsako drugo, je R> = A x A in graf R? vsebuje
vse povezave in vse zanke.
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b. Relacija R ni refleksivna, ker na primer ne velja 2R2. Je simetri¢na, saj je

gcd(a, b) = ged(b, a) in zato
aRb & 3deli gcd(a,b) & 3 deli ged(b,a) & bRa.

Relacija R ni tranzitivna, ker je na primer 2R3 in 3R4, ni pa 2R4. Relacija
S je refleksivna, ker je ocitno idy € S. Je tudi simetri¢na, ker je unija dveh
simetri¢nih relacij, S = RUid4. Ni tranzitivna, ker je na primer 25 3 in 354, ni
pa2S4.

. Relaciji Rin S nista ekvivalencni, ker nobena od njiju ni refleksivna, simetri¢na

in tranzitivna hkrati. Je pa ekvivalen¢na relacija R> = A x A.

RESITEV NALOGE 65. @

a. Ocitno je relacija R refleksivna in simetri¢na. Vsako Stevilo namrec deli samega

sebe, poleg tega pa je predpis simetri¢en. Stevilo 1 bo povezano z vsemi. Stevilo
2 bo povezano z 1 in vsemi sodimi. Stevilo 3 bo povezano z 1, 3 in 6. Stevilo 4
bo povezano z 1, 2 in 4. Stevilo 5 bo povezano z 1 in 5 in $tevilo 6 bo povezano z
1, 2, 3in 6. Ker lahko v grafu relacije R pridemo od vsake tocke do vsake druge
v natanko dveh korakih tako, da gremo preko tocke 1,je R? = A x A.

O O

B0\
®‘|/|@@§§§%@

OFNO,

. Premislili smo Ze, da je relacija R refleksivna (aRa za vse a € A) in simetri¢na

(Ce je aRb, potem je tudi bRa za vse a,b € A). Relacija R ni tranzitivna, ker je
na primer 2R 1 in 1R 3, vendar ni 2 R 3. Relacija R? je refleksivna, simetri¢na in
tranzitivna, ker je enaka univerzalni relaciji A x A.

c. Relacija R? je ekvivalenc¢na, ekvivalenéni razred pa je en sam, in sicer mnozZica

A.

RESITEV NALOGE 66. i

a. Relacija R ni refleksivna, ker je na primer 1 + 1 = 2 ni liho prastevilo in zato

ne velja 1 R1. Je simetri¢na. Ker je a+ b = b + a, je namrec a + b liho prastevilo
natanko tedaj, ko je b+a liho prastevilo, in zato je a Rb natanko tedaj, ko je bRa.
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Kerjel+2=3in2+3=5,je 1R2in 2R3, ne velja pa 1R3, ker 1+ 3 =4ni liho

prastevilo. Relacija R torej ni tranzitivna.

b. Razmislili smo Ze, da je relacija R simetric¢na, zato so vse povezave v obe smeri.
Stevilo 1 je v relaciji z 2, 4 in 6. Stevilo 2 je v relaciji $e s 3 in 5. Stevilo 3 je v
relaciji $e s 4 in 8. Stevilo 4 je v relaciji $e s 7. Stevilo 5 je v relaciji $e s 6 in 8.
Stevilo 6 je v relaciji $e s 7.

Relacija R? vsebuje vse zanke, ker lahko iz vsakega $tevila v grafu R pridemo
nazaj v to Stevilo v to¢no dveh korakih. Prav tako lahko pridemo iz vsakega
lihega Stevila v vsako drugo liho $tevilo v natanko dveh korakih in iz vsakega
sodega Stevila v vsako drugo sodo $tevilo v natanko dveh korakih. O¢itno pa ne
moremo v dveh korakih priti iz lihega Stevila v sodo ali obratno, saj so v grafu
R liha stevila povezana samo z (nekaterimi) sodimi in soda samo z (nekaterimi)
lihimi. Po dveh korakih bomo zato nujno koncali v stevilu iste parnosti. V grafu
R? so torej med sabo povezana vsa liha $tevila in vsa soda $tevila, med obema
skupinama pa ni povezav.

c. Relacija R? ima dva ekvivalen¢na razreda, in sicer {1,3,5,7} ter {2,4,6,8}.

RESITEV NALOGE 67.

@
a. Trojiske zapise Stevil od 1 do 9 zapiSemo v tabelo
Stevilo | 1 2 3 4 5 6 7 8 9
trojiski zapis | 001 | 002 | 010 [ 011 | 012 | 020 | 021 | 022 | 100
vsota Stevk | 1 2 1 2 3 2 3 4 1

b. Takoj opazimo, da je relacija R simetri¢na in refleksivna. Stevila 1, 3 in 9 imajo
v trojiSkem zapisu vsoto Stevk 1, zato bo vsako od njih v relaciji natanko z osta-
lima dvema. Podobno bodo Stevila 2, 4 in 6 v relaciji le druga z drugim, saj
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imajo edina vsoto Stevk enako 2. V relaciji bosta tudi Stevili 5 in 7, medtem ko
bo stevilo 8 v relaciji le samo s seboj.

c. Relacija R je ocitno refleksivna (vsako Stevilo a ima v trojiskem zapisu enako
vsoto stevk kot a), simetri¢na (¢e ima a enako vsoto Stevk kot b, ima tudi b
enako vsoto stevk kot a) in tranzitivna (e ima a enako vsoto Stevk kot b in b
enako vsoto Stevk kot ¢, potem imata tudi a in ¢ enako vsoto Stevk). Zato je R
ekvivalencna relacija. Ekvivalen¢ni razredi so {1, 3,9}, {2,4, 6}, {5,7} in {8}.

d. Relacija je delna urejenost, Ce je refleksivna, antisimetri¢na in tranzitivna. Re-
lacija R ni antisimetri¢na (ker je na primer 1R3 in 3R1, ni pa 1 = 3), zato ni
delna urejenost.

RESITEV NALOGE 68. ¢

a. Ker je gcd(a,a) = a > 2 za vse a € A, bo relacija R refleksivna. Ker je gcd(a,b) =
gcd(b,a), bo tudi simetri¢na. Izracunajmo gcd(a,b) za a,b € A in poglejmo, kdaj
je rezultat vedji od 2.

314/5(6[7[8[9]10(11 (12
313 3 3
4 4 4 4
5 5 5
6 |3 6 3 6
7 7
8 4 8 4
9 3 3 9
10 5 10
11 11
121314 6 4|3 12

V relaciji R so poleg id4 Se pari (3,6), (3,9), (3,12), (4,8), (4,12), (5,10), (6,3),
(6,9), (6,12), (8,4), (8,12), (9,3), (9,6), (9,12), (10,5), (12,3), (12,4), (12,6),
(12,8),(12,9). Slika bo nekoliko bolj pregledna, ¢e nariSemo vsako komponento
posebe;j.
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R \ ( :é@{ )
Q
T O Vo
Graf relacije R? bo imel iste komponente, le znotraj zadnje lahko v dveh ko-

rakih pridemo iz vsake tocke v vsako drugo, zato bomo imeli med tockami te
komponente vse mozne povezave.

GO Vo
b. Premislili smo Ze, da je relacija R refleksivna in simetri¢na. Ni pa tranzitivna,
ker je na primer 3R12 in 12 R4, ni pa 3 R4. Relacija R? je seveda simetri¢na, ker
je simetri¢na relacija R. Prav tako je refleksivna, ker izid, C R slediid, C R?. Je
tranzitivna, ker za poljubno pot dolZine 2 v grafu R? obstaja direktna povezava

od zacetne do koncne tocke. Torej je relacija R? ekvivalen¢na. Ekvivalenéni
razredi so {7}, {11}, {5,10} in {3,4,6,8,9,12}.

RESITEV NALOGE 69. @

a. Naj bo (a,b) € R. Radi bi videli, da je potem tudi (a,b) € R?. Vemo torej, da je
d = gcd(a,b) > 3 in radi bi pokazali, da obstaja ¢ € IN \ {0}, da je aRc in cRb.
Poiskati moramo torej tak ¢, da bo ged(a,c) > 3 in ged(c,b) > 3. Ocitno ¢ = d
ustreza obema pogojema, ker je gcd(a,d) = gcd(d,b) =d > 3.

b. Ker je gcd(a,b) = gcd(b, a), je relacija R simetri¢na. Relacija R ni refleksivna, ker
na primer ne velja 1R 1, saj je gcd(1,1) =1 < 3. Relacija R zato ni ekvivalencna.
Relacija R ni tranzitivna, ker je na primer 4R 20 in 20R 5, ne velja pa 4R5.

c. Ker je R simetri¢na, je simetri¢na tudi relacija R%. Stevilo 1 ni v relaciji R z
nobenim $tevilom, zato tudi 1 R21 ne velja in relacija R? ni refleksivna. Sledi,
da tudi R? ni ekvivalen¢na. Je pa relacija R? tranzitivna. Stevila 1, 2 in 3 nimajo
namre¢ nobenih povezav, za poljubni $tevili a,b > 3 pa velja aR%b. Res, ker za
a,b > 3 velja gcd(a,ab) = a > 3 in gcd(ab,b) = b > 3, je aRab in abRb in torej
aR?b. Med stevili, ki so ve&ja od 3, torej obstajajo vse mozne bliZnjice,

REesSiTEV NALOGE 70. ¢

a. Ker za vsako naravno $tevilo a velja, da a deli a?, je aRa in je relacija R reflek-
sivna.
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b. O¢itnoje 16 R4 in 4R 2, ker 16 deli 42 in 4 deli 22. Ker pa 16 ne deli 22, ne velja
16 R 2. Relacija R torej ni tranzitivna.

c. Spomnimo se, da je R* = ROUR!'UR?U.... Denimo, da za nek k € N velja, da a
deli b, Ce je k =0, potem a deli b, zato a deli b? in je aR b, torej je tudi a R* b.
Ce paje k> 0, potem a deli (6?2, torej je aRb? ). Sledi, da je

aRD* I REPIRDET) b RHD RY,
zato je spet aR™ b.

RESITEV NALOGE 71. ais

a. Is¢emo pare (c,d), za katere bo (c —10)(d —10) € {-1,1}. Ker stac—10ind —10
celi Stevili, bo produkt enak +1 natanko tedaj, ko bosta oba faktorja enaka +1.
Torej je c,d € {9,11} in dobimo §tiri resitve,

(9,9), (9,11), (11,9), (11,11).
b. Oglejmo si del grafa relacije R.

(0, 2><1 2>< )><(3,2>
>< >< )><(3,1)
XXX

Spomnimo se, daje R* = RURZUR3U. ... Vidimo, daje (a,b)R(a+1,b+1)R(a+D),
zato je (a,b) R?(a,b) in torej (a,b) R* (a,b). Relacija R* je torej refleksivna. Ker je
relacija R simetri¢na, so simetri¢ne tudi vse potence R¥ in zato tudi R*. Seveda
je R* kot tranzitivna ovojnica relacije R tudi tranzitivna.

c. Ce pozorno pogledamo skico grafa relacije R, vidimo, da ima graf dve kompo-
nenti. Eno sestavljajo tocke (x,v), pri katerih sta koordinati x in y iste parnosti,
drugo pa tocke, pri katerih sta koordinati razli¢ne parnosti. Ce imamo na vo-
ljo poljubno Stevilo korakov, lahko pridemo od katerekoli tocke do katerekoli
druge tocke iz iste komponente, ne moremo pa do tock v drugi komponenti. To
pomeni da bodo v grafu R* med seboj povezane vse tocke (x,p), za katere je x—y
sodo Stevilo, in pa vse tocke, za katere je x —y liho Stevilo, med obema kompo-
nentama pa ne bo nobene povezave. Relacija R* bo torej imela dva ekvivalen¢na
razreda:

[(0,0)] ={(x,y) e NxIN | x -y je sodo Stevilo},

[(0,1)] ={(x,y) e NxIN | x —y je liho Stevilo}.
RESITEV NALOGE 72. i

a. Stevili a in b sta v relaciji, ¢e imata iste prastevilske delitelje. Kerje 6 =2-3
in 24 = 2-2.2.3, imata Stevili 6 in 24 iste prastevilske delitelje (natanc¢neje,



Relacije 87

natanko dva, namrec 2 in 3). Torej je 6 R24. Ker pa 8 =2-2-2 ni deljivos 3, ima
Stevilo 24 prastevilski delitelj, ki ga 8 nima. Zato ne velja 8 R 24.

. Ker ima a seveda iste prastevilske delitelje kot 4, je aRa in je relacija R refle-

ksivna. Ce ima a iste prastevilske delitelje kot b, ima seveda tudi b iste praste-
vilske delitelje kot a, zato iz a Rb sledi, da je b Ra. Relacija R je zato simetri¢na.
Ce ima a iste prastevilske delitelje kot b in b iste kot ¢, potem ima seveda tudi
a iste prastevilske delitelje kot c, torej iz aRb in bRc sledi, da je aRc. Rela-
cija R je tako tudi tranzitivna. Ker je refleksivna, simetri¢na in tranzitivna, je
ekvivalencna.

. Edino prastevilo, ki deli 2 je 2, torej bodo v [2] natanko tista Stevila, ki so deljiva

le z 2 in z nobenim drugim prastevilom. Tako je
[2] = {2 k e N,k = 0}.

Podobno je 2018 = 2-1009, zato bodo v [2018] stevila, ki imajo natanko dva
prastevilska delitelja, 2 in 1009. Torej je

[2] = {2¥- 1009 k,1 € N, k, 1 = 0}.

. Takoj ko bo predstavnik razreda deljiv z nekim prastevilom p, bodo v razredu

vsaj Se vsi pX-kratniki predstavnika. Edino $tevilo, ki ni deljivo z nobenim pra-
stevilom, je 1, torej je [1] = {1} edini ekvivalen¢ni razred, ki ima en sam element.
Vsi ostali ekvivalencni razredi imajo neskonc¢no elementov.

RESITEV NALOGE 73. ¢

a.

b.

C.

Ker je 12 < 22, je 1R2. Ker (-2)°— < 12, ne velja —2R1. Ker je 12 < (-3)?, je
IR -3.

Ker je a? < a?, je aRa in je R refleksivna. Denimo, da je aRb in bRc. Potem je
a’ < b* < c?,zatoje a’ < c? inje aRc. To pomeni, da je relacija R tudi tranzitivna.
Videli smo Ze, da je 1 R2, o¢itno pa ni 2R 1, ker ne velja 22 < 12. Torej relacija
R ni simetri¢na. Denimo, da velja aRb in bRa. Potem je a*> < b? in b? < a?, od
koder sledi a? = b2. Seveda pa to ne pomeni, da je a = b. Na primer, 1 R(~1) in
(-1)R1, vendar pa —1 = 1. Relacija R torej ni antisimetric¢na.

RESITEV NALOGE 74. ¢

a.

Ker je za vse x € Z x> — x> = 0in 7 deli 0, je x Rx in je relacija R refleksivna. Ce
7 deli x> — y2, potem deli tudi y? — x> = —(x2 — y?), zato iz x Ry sledi, da je tudi
yRx. Relacija R je zato simetri¢na. Ce je xRy in y Rz, potem 7 deli x?> - y? in
y? —z2. Seveda potem deli tudi vsoto

L

zato je tudi xRz. Relacija R je tako tudi tranzitivna. Ker je refleksivna, sime-
tri¢na in tranzitivna, je ekvivalencna.

. Velja

[1]={xeZ|xR1}={xeZ|7 deli x*-1}.
V tej mnozici so natanko $tevila, ki dajo pri deljenju s 7 ostanek +1. Torej je
[1] ={£1,£6,£8,+13,+£15,+20,+22,...}.

. Moc¢ faktorske mnozice je enaka Stevilu razli¢nih ekvivalen¢nih razredov. Ra-

zred [1] smo Ze poiskali. Dolo¢imo Se preostale ekvivalenéne razrede. Oc¢itno
je
[0]={x€Z|xR0}={xe€Z|7 deli x?},
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torej so v [0] natanko Stevila, ki so deljiva s 7:
[0] ={0,+7,+14,+21,...}.
Ker je
[2]={xe€Z|xR2}={xeZ|7 deli x> -4},
torej so v [0] natanko Stevila, ki dajo pri deljenju s 7 ostanek +2:
[2] = {£2,£5,+£9,+12,+16,...}.
Ker je
[3]={xe€Z|xR3)={xeZ|7deli x* -9},
torej so v [0] natanko Stevila, ki dajo pri deljenju s 7 ostanek +3:
[3] = {£3,+4,+10,+11,+17,...}.
Ker je Z = [0]U[1]U[2] U [3], so to vsi ekvivalen¢ni razredi in mo¢ faktorske
mnozice je zato enaka 4.
RESITEV NALOGE 75. ot

a. Ce iz besede xyyzzzyyx odstranimo vse zaporedne ponovitve istega znaka, do-

bimo
(xyyzzzyyx)' = xyzyx.

. Ker je

(yxzzyxxy)' = yxzyxy # yxyxz = (yxxyyxzz)’,
ne velja yxzzyxxy Ryxxyyxzz. Prav tako je
i

(xzy)’ = xzy # zxy = (zxxy)

zato ne velja xzy Rzxxy.

. Ker za vsako besedo a velja @’ = a’, je a Ra in relacija R je refleksivna. Ce

je @’ = B, potem je seveda tudi B’ = a’, zato iz @ R sledi, da je tudi fRa in
relacija R, je simetri¢na. Naj bo e a R in fRy. Potem je a’ = g’ = y’, zato je
a’ =y’ inje a Ry. Relacija R je tako tudi tranzitivna.

. Ker je R refleksivna, simetri¢na in tranzitivna, je ekvivalenéna. V [x] so vse

besede, ki so sestavljene zgolj iz ponovitev crke x, torej je

[x] = {X, XX, XXX, XXXX, XXXXX, ...}

RESITEV NALOGE 76. et

a. Ce bi lahko za tvorjenje besede  uporabili samo znake iz a, bi veljalo || < |a|.

Ker lahko uporabimo Se najvec¢ en dodatni znak, je lahko dolzina besede f Se za
1 daljsa. Seveda pa lahko poljubno stevilo znakov tudi izpustimo, zato navzdol
dolzina besede  ni omejena. Velja torej |f| < |a|+ 1.

b. Vsaka beseda je seveda v relaciji sama s seboj, ampak zank zaradi vecje pregle-

dnosti ne bomo risali.
e Iz ¢rk besede prostor lahko sestavimo oko, pot, top, rosa, rotor.
e [z ¢rk besede rotor lahko sestavimo oko, pot, top.

Iz ¢rk besede klop lahko sestavimo lok, oko, pot, top.

Iz ¢rk besede roka lahko sestavimo rosa, zora, lok, oko.

Iz ¢rk besede rosa lahko sestavimo roka, zora.

Iz ¢rk besede cola lahko sestavimo lok.

Iz ¢rk besede zora lahko sestavimo rosa, roka.

Iz ¢rk besede lok lahko sestavimo oko, klop.

Iz ¢rk besede oko lahko sestavimo lok.
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e [z ¢rk besede pot lahko sestavimo top.
e Iz ¢rk besede top lahko sestavimo pot.

klop
lok «—— oko pot <« > top
cola roka —> zora rotor
rosa
prostor

c. Besedi a in f bosta v relaciji RN R™!, ¢e bo veljalo a R in a R™! B, torej ¢e bo
veljalo a RB in B Ra. 1z prve tocke sledi, da bo |f| < |a|+ 1 in |a| < [B]|+ 1. Od tod
izpeljemo || -1 <|a| < |B| + 1. Torej sta besedi « in f istih dolzin ali pa je ena
natanko eno ¢rko krajsa. Ce sta istih dolzin, se lahko razlikujeta v najve¢ enem
znaku. Ce je ena en znak krajsa, potem mora druga vsebovati vse znake iz prve
in natanko en dodatni znak. Ce povzamemo, besedi « in f sta v relaciji RN R~}
kadar

e je @ anagram f (npr. pot in top),

e dobimo anagram besede 5, ¢e v a spremenimo natanko en znak (npr. lok
in oko ali roka in rosa),

e Ce a dodamo natanko en znak, dobimo anagram besede f (npr. lok in klop),

e e f dodamo natanko en znak, dobimo anagram besede a.

RESITEV NALOGE 77. s

a. Ker sta 2 in 61 prastevili, imata obe po en prafaktor in zato je 2R61. Ker imata
Stevili 4 = 22 in 62 = 2- 31 vsako po dva prafaktorja, je 4R62. Ker ima 25 = 52
dva prafaktorja, 30 = 2- 3.5 pa ima tri, velja —=(25R30).

b. Ker za vsako Stevilo a seveda velja, da ima enako Stevilo prafaktorjev kot a4, je
aRa in je relacija refleksivna. Ce ima a enako $tevilo prafaktorjev kot b, ima
seveda tudi b enako Stevilo prafaktorjev kot a, zato za poljubni Stevili a in b iz
aRb sledi, da je tudi bRa. Relacija R je torej simetri¢na. Ce za poljubna $tevila a,
b in c velja, da ima a enako Stevilo prafaktorjev kot b in b enako Stevilo prafak-
torjev kot ¢, potem sledi, da ima a enako Stevilo prafaktorjev kot c. Iz aRb AbRc
torej sledi, da je tudi aRc. Relacija R je tako tudi tranzitivna. Ker je relacija R
refleksivna, simetricna in tranzitivna, je ekvivalenc¢na.

c. Ker je 2019 = 2-673, so v [2019]y Stevila, ki imajo natanko dva prafaktorja.
Najmanjse tako $tevilo je 4 = 22,

d. Stevilo 1 je edini element IN'\ {0}, ki nima nobenega prastevilskega delitelja, zato
je [1]r = {1}

RESITEV NALOGE 78. et
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a. Stevilo 1 nima prafaktorjev, zato ni v relaciji z nobenim $tevilom iz A. Prastevili
5 in 7 sta ocitno v relaciji samo sami s seboj, saj nobeno drugo Stevilo iz A ni
deljivo s 5 oziroma 7. Vsa Stevila, ki so vecja od 1, so v relaciji sama s seboj.
Stevila 2, 4, 6 in 8 imajo skupni prafaktor 2, $tevila 3, 6 in 9 pa imajo skupni
prafaktor 3.

b. Relacija R ni refleksivna, ker —=(1R1). Ce sta a,b € A poljubni $tevili, za kateri
je aRb, potem ima a skupen prafaktor z b in zato tudi b skupen prafaktor z a.
Torej je bRa, to pa pomeni, da je relacija R simetricna. Relacija ni tranzitivna,
ker je 2R6 in 6R9, vendar pa 2 in 9 nimata skupnega prafaktorja in zato —(2R9).
Prav tako relacija R ni antisimetricna, saj je 2R4 in 4R2, vendar pa ni 2 = 4.

c. Relacija R ni ekvivalen¢na (refleksivna, simetri¢na in tranzitivna), ker ni niti
refleksivna niti tranzitivna. Prav tako ni delna urejenost (refleksivna, antisime-
tri¢na in tranzitivna), ker nima nobene od zahtevanih lastnosti.

d. Poljubna elementa iz mnozice M = {2,4,6, 8} sta v relaciji, to pa je tudi edina
Stirielementna podmnozica mnozice A z zahtevano lastnostjo.

RESITEV NALOGE 79. ais

vvvvv

Stevilu a, in stolpca, ki pripada stevilu b.

79180828492

79| o | o | @ | o | @

80 ° °
82 o | o °
84 o o o | o
92 °

b. Ker ima izraz
(X<x)V(x=x)Aly2y)

logi¢no vrednost 1, je xy Rxy za vse xy € A in je relacija R refleksivna. Relacija
ni simetric¢na, ker je 82R80 in —(80R82). Dokazimo Se, da je R tranzitivna. Naj
bodo xy, uv in ab poljubna Stevila iz A, za katera velja xy Ruv in uvRab. Sledi,
daje

(x<u)Vix=u)Aly=v) ~ 1,

(u<a)V(u=a)A(v>

|
2
¢
—_
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Radi bi videli, da je tudi
(x<a)V(x=a)A(y=b)~1.

Oznacdimo
I, ~ (x<u),
L ~ (x=u)Alyzv),
I; ~ (u<a),
Iy ~ (u=a)A(v=b)

Vsaj eden od izrazov I; ali I, je pravilen in vsaj eden od izrazov I3 ali I; je
pravilen. Pregledati moramo Stiri moznosti.

e Ce sta pravilna I; in I3, je x < a in xy Rab.

e Ce sta pravilna I; in I, je x < a in xy Rab.

e Ce sta pravilna I, in I5, je x < a in xy Rab.

e Ce sta pravilna I, in Iy, je (x =a) A (y > b) in xy Rab.
V vsakem primeru torej velja xy Rab in zato je relacija R tranzitivna.

c. Dokazimo, da za n = 90 velja mRn za vse m = xy iz A. Potem je x < 9iny > 0.
Ceje x <9, je disjunkcija
(X< V((x=9)Aly=0)

pravilna, ker je pravilen prvi oklepaj. Ce je x = 9, potem je zgornja disjunkcija
pravilna, ker je pravilen drugi oklepaj. V obeh primerih je torej xy R90 oziroma
mRn.

REesSiTEV NALOGE 80. i

a. Ker imata 12 = 23-3 in 32 = 2> dva skupna prafaktorja, je 12R32. Ker imata 36 =
22.3%in 72 = 23. 32 &tiri skupne prafaktorje (2, 2, 3 in 3), velja =(36R72). Ker
imata 16 = 2% in 32 = 25 §tiri skupne prafaktorje (2, 2, 2 in 2), velja —=(16R32).

b. Relacija R je simetri¢na. Ce ima namre¢ a najve¢ tri skupne prafaktorje z b,
potem ima seveda b najve¢ 3 skupne prafaktorje z a, torej za vse a,b € A velja
aRb = bRa. Relacija R ni tranzitivna, ker za 36 = 22-3%, 20 = 22.5in 180 =
22.3%.5 velja 36R20 in 20R180, ne velja pa 36R180.

c. Relacija R ni ekvivalencna, ker ni refleksivna. Recimo stevilo 16 ni v relaciji s
16, ker ima samo s sabo stiri skupne delitelje (2, 2, 2 in 2).

d. Stevilo 1 nima nobenega prafaktorja, zato z nobenim # € A nima skupnih pra-
faktorjev. Velja torej 1Rn za vse n € A. Isto velja e za $tevila oblik p, p? in p3 za
vse p € P.

5. Funkcije

RESITEV NALOGE 81. et

a. Ocitno je f(1) = 1. Ker je vsako prastevilo deljivo le z 1 in samim seboj, bo
f(p) =p+1 za vsa prastevila p € IP. Izra¢unamo Se f(4)=1+2+4=7, f(6) =
1+2+3+6=12, f(8) =1+2+4+8=15, f(9)=1+3+9=131in f(10) =
1+2+5+10=18. Rezultate povzamemo v tabeli:

n |1]2|3(4[5|6 7|8 9]|10
Fm)[1]3|4|7|6|12]8|15|13]18
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b. Ker lahko Stevilo 3 kot vsoto razli¢nih pozitivnih naravnih stevil zapisemo le
kot 3 =1+ 2, bo edino za n = 2 veljalo f(n) = 3. Opazimo lahko tudi, da je
Stevilo n vedno deljivo vsaj z 1 in samim seboj, zato bo vedno f(n) > n+1. Edini
Stevili n, ki bi lahko zadoscali enakosti f (1) = 3 sta torej n =1 in n = 2, in o¢itno
pogoju zadosca le slednje.

c. Ker je f(11) = f(6), preslikava f ni injektivna. Zato tudi ni bijekcija. Ker ne
obstaja Stevilo 1, za katerega bi veljalo f(n) = 2, f ni surjektivna.

RESITEV NALOGE 82. ¢

a. Velja f(6)=f(21-31)=2, f(7) = f(7") =1, f(8) = f(2 3nf =f(3 :2

b. Taka Stevila n obsta]a]0 Na primer, f(6) = f(lO f = f(11) ah pa f
f(12).

c. Dokazati moramo, da za poljubno naravno stevilo m € IN obstaja n € IN, da
velja f(n) = m. Ce je m = 0, je lahko n = 0. Ce je m > 0, lahko za n vzamemo
produkt prvih m prastevil (ali pa n = 2"). Tedaj bo f(n) = m. Ker lahko vsako
naravno Stevilo m dobimo kot sliko nekega naravnega Stevila n, je preslikava f
surjektivna.

d. Pokazimo, da za vsako naravno Stevilo n velja f(n) < n. Potem seveda ne more
veljati f(n) = n+4 za noben n. Za n =0 in n =1 trditev ocitno drzi. Naj ima
Stevilo n prastevilski razcep p{" -... -p,fk. Potem je

n=plteppt > 2% 2% = 2N N > g 4t ay = f(n).
Pri tem zadnji neenacaj velja, ker je 2% > a za vse a € IN.
RESITEV NALOGE 83. @
a. Oc¢itno za vsako prastevilo p velja f(p) = p2. Takoje f(2) =4, f(3) =9, f(5) =
f(7)=49, f(11)=121. Kerje 4 =2%2in 8 = 23,je f(4) =22 =4in f(8) = 2° = 4.
Kerje6:2-3in 12=22.3,je f(6) =22+3% =13 in f(12) = 22+ 3% = 13. Ker

je 9=32%,je f(9) =3%=9. Ker je 10 =2-5,je f(10) = 22+52 29. Izratunane
vrednosti lahko zberemo v tabelo:

n (23456 /|7 |8[9]10| 11 |12
f(n)|4(9]4/25(1349(4/9|29|121|13

b. Stevilo 150 moramo zapisati kot vsoto kvadratov razli¢nih prastevil, torej kot
vsoto razli¢nih Stevil iz mnozice

{4,9,25,49,121).

Edini nadin za to je 150 = 121 + 25 + 4. Stevila, za katera bo f(n) = 150, bodo
torej imela za prastevilske delitelje natanko 2, 5in 11. To so torej Stevila oblike
n=24.5.11¢, kjer so a,b,c > 1 naravna Stevila. Na primer, n=2-5-11 =110.

c. Edini kvadrat prastevila, ki je manjsi od 8, je 4, zato 8 ne moremo zapisati kot
vsoto kvadratov razli¢nih prastevil. To pomeni, da ne obstaja m, za katerega bi
bilo f(m) = 8.

d. Funkcija f ocitno ni injektivna, ker je na primer f(2) = f(4). Prav tako ni sur-
jektivna, ker ne obstaja m € IN, za katerega bi veljalo f(m)=8.

RESITEV NALOGE 84. ais

a. Kerje 6 =2-3,je f(6) = 5. Ocitno za vsa prastevila velja f(p) = p, zatoje f(7) =
Kerje8=2-2-2,je f(8)=6.Kerje9=3-3,je f(9)=6.
b. Ker je f(8) = f(9), funkcija f ni injektivna.
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c. Pokazati moramo, da za vsako naravno $tevilo n obstaja naravno Stevilo m, da
je f(m) = n. Recimo, da je n sodo, tj. n = 2k za neko naravno Stevilo k. Naj
bo m = 2. Potem je f(m) = 2k = n. Ce pa je n liho, lahko n zapisemo v obliki
2k +1 = 2(k—1) + 3 za neko naravno stevilo k. Naj bo v tem primeru m = 2k-1.3,
pa bo ocitno f(m) = n. Funkcija f je torej surjektivna.

d. Razmislili smo Ze, da je f(p) = p za vsa prastevila p € IP. Poglejmo, ¢e obstajajo
Se kaksne druge reSitve enacbe f(n) = n. Naj bo

k k
n=p; -...-pu'

prastevilski razcep Stevila n. Potem je f(n) =k -py +... + k- p,. 1z enakosti
f(n) =n dobimo

kl ‘P1 +"'+km'pm :plfl pmm
Primerjati moramo torej vsoto nekaj stevil, ki so vecja od 1, s produktom teh
istih $tevil. Z matemati¢no indukcijo zlahka dokazemo, da je k - p < p* za vsa
prastevila p > 2 in vse k > 2. Vsak od sumandov na levi je torej manjsi od
vsakega od faktorjev na desni, zato je v teh primerih n < f(n). Ostane samo Se
moznost p = 2 in n = 2K, Tedajje f(n) = k-2 in k-2 = 2K samo v primeru, ko je
k = 2. Ena preostala reditev je torej n = 22. Takratje f(n)=2+2=4=n.

RESITEV NALOGE 85. ais

a. Izracunamo

fre) = f@H=1,
f(24) = f(2°-3)=2
f(80) = f(2*-5)=2,
f(90) = f(2-3%-5)=3,
f(315) = f(3%-5.7)=3.

b. Za vsako naravno Stevilo m € IN moramo poiskati n € IN, za katerega bo veljalo
f(n) =m. Za n lahko vzamemo produkt prvih m prastevil (ali pa katerihkoli m
razli¢nih prastevil). Potem je ocitno f(n) = m, zato je f surjektivna.

c. Ozna¢imo mnozico prafaktorjev stevila n s P,. Potem je f(n) = |P,|, kjer |P,]
oznacuje mo¢ mnozice P,. Ker prastevilski delitelji Stevila mn delijo vsaj eno od
Stevil m in n in vsak delitelj stevila m ali n deli mn, je P,,, = P,, U P,,. Torej velja

f(mn) = |P,,|=|P,UP,|=
|Pm|+|pn|_|PmmPn|Slpml'i'lpnl:
= f(m)+ f(n),

pri ¢emer enakost velja natanko tedaj, ko je |P,, N P,| = 0, torej natanko tedaj, ko
sta m in n tuji.

d. Opazimo, da za prastevila p € P velja f(p) = 1. Pois¢imo naravno stevilo, ki
ima vsaj tri prastevilske delitelje in ga lahko zapisemo kot vsoto dveh prastevil.
Najmanjsi kandidat je stevilo 30 = 2-3-5. Ker je 30 = 11 + 19, lahko vzamemo
m =11, n=19. Po eni strani je f(m+n) = f(30) = 3, po drugi pa f(m)+ f(n) =
f(11)+ f(19)=1+1=2. Torejjezam=11inn=19res f(m+n) > f(m) + f(n).

RESITEV NALOGE 86. et



94 Resitve

a. Rezultate povzamemo v tabeli:

n [1]2/3/4|5]|6|7(8]9]10
fmy|1|1]2]2/4|2|6/4|6]| 4

b. Funkcija ¢ ocitno ni injektivna. Poiskati moramo en primer dveh razli¢nih Ste-
vil, ki se preslikata v isto vrednost. Na primer ¢(1) = ¢(2).
Ce zgoraj izra¢unane vrednosti pozorno pogledamo, opazimo da manjkajo sko-
raj vsa liha Stevila. Edino liho Stevilo, ki se pojavi, je 1. Dokazimo, da je vre-
dnost ¢(n) za n > 3 vedno sodo sStevilo. S tem bomo dokazali, da funkcija ¢ ni
surjektivna, saj za noben n € IN ne bo (na primer) f(n) = 3.
Stevila med 1 in #, ki so tuja #, vedno nastopajo v parih: ¢e je ged(n,k) = 1,
potem je tudi gcd(n,n —k) = 1. Seveda je pri tem k # n —k, sicer bi veljalo k = 7,
to pa bi bilo v protislovju s predpostavko, da je gcd(n, k) = 1. Ker ima vsako Ste-
vilo med 1 in n, ki je tuje n, natancno dolocenega od sebe razlicnega partnerja,
je vseh teh Stevil sodo mnogo.
Alternativno lahko to trditev dokazemo s pomocjo formule

o(pi' - pg)=p g T o - 1) (P - 1),

Ce ima n od 2 razli¢en prastevilski delitelj p, se bo v faktorizaciji ¢(n) pojavil
faktor p — 1, ki je sodo $tevilo. Ce je n = 2%, k > 2, je @(n) = 2571, kar je sodo
Stevilo.

c. Naj bo n sodo stevilo. Med stevili

1,2,...,.n—1,n

je vsako drugo sodo, zato ni tuje n (najvecji skupni delitelj je vsaj 2). Ker je takih

stevil vsaj 7, je Stevil, ki so n tuja, najvec 5, in zato je ¢(n) < 7.

d. Pokazali smo Ze, da je za n > 3 Stevilo ¢(n) sodo. Lahko torej piSemo ¢(n) = 2k
za nek k € IN. Seveda je vedno ¢(n) < n, zato je 2k < n oziroma k < 5. Iz prejSnje

tocke zato sledi, da je

2k n
P(p(n) =p(2k) < — =k <,
kar je bilo potrebno dokazati.
RESITEV NALOGE 87. ot

a. Nalogo lahko resimo tako, da po definiciji pokazemo injektivnost in surjektiv-
nost funkcije f. Druga moZnost pa je, da pois¢emo funkcijo f~1, ki je levi in
desni inverz funkcije f. Od tod bo sledilo, da je f zaporedoma injektivna in
surjektivna, zato je bijekcija. Brez tezav uganemo, da je f~!(x) = x — 8. Res,

(fro ) =f(fx)=f"(x+8)=(x+8)-8=x
in

(fof ) =f(f(x)=fx-8)=(x-8)+8=x,
zato je funkcija, ki smo jo oznadili z f~! res levi in desni inverz funkcije f.
Seveda je

Ix—f(x)=]x—(x+8)=]-8=8>3.
b. Ker velja g(g(x)) = —(—x) = x, je funkcija g kar sama sebi inverz in zato bijekcija.

Oglejmo si razlike

lx = g(x)] =[x = (=x)| = [2x] = 2|«].
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Za vsak n € N velja |n — g(n)| = 2n > n, kar pomeni, da so razlike res poljubno
velike.

c. Za tiste n € Z, ki zado$¢ajo pogoju n > 4 ali n < —4, lahko vzamemo kar h(x) =
—x. Po zgoraj dokazanem bo razlika |[n—h(n)| > 2n in tako poljubno velika, hkrati
pa bo seveda vecja od 3. Za stevila iz {-3,-2,-1,0,1, 2, 3} pa naj bo

h(-3)=0, h(-2)=1, h(-1)=2, h(0) =3
in
h(1) =-3, h(2) =-2, h(3) =-1.
Tako definirana funkcija h ocitno zados¢a obema pogojema.

RESITEV NALOGE 88. s

a. Dobimo

f(1,1) = (1+41,1-1)=(2,0),
f(1,2) = (1+2,1-2)=(3,-1),
f(2,1) = (2+1,2-1)=(3,1).

b. Iz pogoja f(x,y) = (3,6) dobimo (x + y,x —y) = (3, 6) oziroma sistem dveh enacb
z dvema neznankama

x+y = 3,
xX-y =

Ker reditev x = 3, y = —3 ne zados¢a pogoju x,y € Z, takih parov (x,y) ni.
c. Iz pogoja f(x,y) = (3,7) dobimo sistem
x+y = 3,
x-y = 7,
ki ima celostevilsko resitev (x,y) = (5,-2).
d. Iz pogoja f(x1,91) = f(x2,¥>) dobimo

X1ty = X+,
X1—V1 = X2—Ys

Ce enakosti sestejemo in delimo z 2 dobimo x; = x,, ¢e od prve oditejemo drugo
in delimo z 2 pa y; = y,. Torej velja (x1,y1) = (x2,¥;) in funkcija f je zato injek-
tivna.

Funkcija f bo surjektivna, ¢e bo za vsak par (a,b) € Z x Z obstajal par (x,p),
za katerega bo f(x,v) = (a,b). Zgoraj smo se Ze prepricali, da v primeru, ko je
a=3in b = 6, tak par (x,y) ne bo obstajal, torej funkcija f ni surjektivna. Ker ni
surjektivna, tudi ni bijekcija.

RESITEV NALOGE 89. s

a. Pri 11, 13, 17 in 19 je odgovor naslednje prastevilo, torej 13, 17, 19 in 23. Za
ostala Stevila poiS¢emo prastevilske razcepe in dolo¢imo prastevilo, ki je vecje
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od vseh prafaktorjev:
12 = 22.3, f
14 = 2.7, f
15 = 3.5 f
16 = 24 f
18 = 232, f
20 = 22.5,  f

~

~

Il
N w N~

Rezultate zberemo v tabeli:
n 11 (1211314151617 18|19 20
fmy|[13] 5 [17|11] 7 |3 ]19|5 |23]|7

. Ker je f(2) = f(4) = 3, preslikava f ni injektivna. Ker je Z; = PU{0}, je Zf = N

in zato preslikava f ni surjektivna. Na primer, 1 ¢ Z¢.

. Za preslikavo F velja, da je F(n) > n za n # 0, torej 1 ¢ Zp in preslikava F ni

surjektivna. Dokazimo, da je injektivna. Ocitno je F(n) = 0 le pri n = 0. Naj
bosta m,n € IN poljubni od 0 razli¢ni naravni Stevili in naj bo f(m) = p ter f(n) =
q. Predpostavimo, da je F(m) = F(n) oziroma m - f(m) = n- f(n) in dokazimo, da
mora biti v tem primeru m = n. Ce bi veljalo p > g, potem bi bili vsi prafaktorji
Stevila n, ki so manjsi od g, manjsi tudi od p, od koder bi sledilo, da p ne deli
n. Seveda pa p ne deli g, ker smo predpostavili, da sta p in g razli¢ni prastevili.
Potem pa p deli levo stran enakosti m - f(m) = n- f(n), desne strani pa ne. Iz
tega protislovja lahko sklepamo, da ne more biti p > g. Simetri¢ni argument bi
pokazal, da ne more biti g > p. Torej je p = q = f(m) = f(n) in s krajSanjem iz
m- f(m)=n- f(n) dobimo m = n. Preslikava F je torej injektivna.

REeSITEV NALOGE 90. s

a.
b.

C.

Dobimo f(11)=2, f(12) =5, f(13) =2, f(14) =3 in f(15) = 2.

Ker je f(11) = f(13), preslikava f ni injektivna. Ker je Z; = PU{0} = IN, presli-
kava f ni surjektivna.

Pogoju f(n) > n ocitno zadoScata Stevili n = 0 in n = 2, sajje f(0) = 0in f(2) =
3 > 2. Obstaja Se kaksna resitev? OCcitno je f(n) = n za vse n = 0. IS¢emo torej
Stevila n, za katera bo f(n) > n oziroma f(n) > n+ 1. Naj bo

P ={p1,p2 p3s ..}

mnozica vseh prastevil, urejenih po velikosti. Ce v prastevilskem razcepu za n
za nek i prastevilo p; ne nastopa, p;, pa, potem je f(n) = p; < n. Zanimajo nas
torej le Stevila n, ki imajo prastevilski razcep oblike

_ .n (493
m=py Py

v katerem ne manjka nobeno prastevilo med p; in py. Za tak n velja f(n) = px,;.
Oglejmo si stevilo g = p;---px + 1. Gotovo ni deljivo z nobenim od prastevil
P1i,---, Pk, torej je deljivo s katerim od prastevil py,1, pxi2,... ali pa enako kate-
remu od njih. V vsakem primeru je g > py, ;. Torej je

f(n)=pi1<q=pr...pr+1<pl . .pf+l=n+l.
Za iskana Stevila n (razen primera n = 0 zgoraj) torej veljan+1 < f(n) <n+1
oziroma f(n) = n+1 € P. Ker med py in pyy; =n+1=p]’' ---pl(jk +1 ne sme biti
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drugih prastevil, gotovo pa bi bili vmes kateri izmed prastevilskih deliteljev
Stevila g = py...pr + 1, mora veljati Se a1 = ... = @, = 1. Torej so kandidati za
reditve le tista Stevila 7, ki so oblike n = p; ... px (produkt prvih nekaj prastevil).
Resitve so tisti izmed kandidatov, za katere je py,; =py...px + 1.

d. Is¢emo vse n, ki resijo enacbo n - f(n) = 42. Ocitno n = 0 ni resitev, zato lahko
predpostavimo, da je n > 0. Ker je 42 = 2-3-7 in je za n > 0 vrednost f(n)
prastevilo, moramo lo¢iti tri primere:

e f(n)=2,n=3-7=21 in F(21) =42,

o f(n)=3,n=2-7=14 in F(14) = 42,

e f(nN)=7,n=2-3=6 1in F(6) =30 = 42.
Edini re$itvi sta torej n =14 in n = 21.

e. Ker je F(14) = F(21), preslikava F ni injektivna. Za n > 0 je F(n) > n, torej 1 ¢ Z¢
in F ni surjektivna.

RESITEV NALOGE 91. et

a. Ker je f(0) = f(10), f ni injektivna.

b. Naravna stevila med 0 in 9 dobimo kar kot slike enomestnih stevil od 0 do 9,
poleg tega paje f(25) =2-5 =10. Prvo Stevilo, ki ga ne moremo dobiti je torej
Stevilo 11, ki ga ocitno ne moremo zapisati kot produkt stevk od 0 do 9.

c. Naj bo m € Z;. Potem obstaja nek n € N, za katerega je f(n) = m. Za poljuben
k € IN naj bo ny stevilo, ki ga dobimo tako, da Stevilu n dodamo na zacetku k

enic. Potem je f(ng) = f(1...1n)=1-...-1-m=m. Za vsak m € Zy je resitev torej
neskon¢no.

RESITEV NALOGE 92. ot

a. Funkcija f ni injektivna, ker je f(2) = f(4) = 4.

b. Funkcija f ni surjektivna, ker je

Zp={0,1}U{pq; pg e P}U{p®; peP} = N.
c. Naj bo f(n) = pg, pri cemer sta p in q (ne nujno razli¢ni) prastevili. Potem je
(f o f)n) = f(f(m)=f(pq)=pq=f(n)
torejje f o f = f oziroma
(f o f)(n) = produkt najve¢jega in najmanjsega prafaktorja Stevila n.

d. Ce Zelimo, da bo f(n) = n, mora biti n € Zs. Seveda paje f(0) =0, f(1) =1,
f(pq) = pqin f(p?) = p%. Resitve enacbe f(n) = n so torej natanko $tevila iz Zs.

6. Mo¢ mnozic

RESITEV NALOGE 93. ais

a. Oznac¢imo z S, M in L mnozico tistih anketirancev, ki svojemu mleku dodajo
sladkor, mleko oziroma limono, x pa naj oznacuje Stevilo tistih, ki ¢aju ne do-
dajo nicesar. Iz podatkov naloge preberemo, da je |S| = 32, [M| = 3|L|, M NL| =0,
ISAMNL =0, |SNM|=121in |[SNL| = 10. Poleg tega je |L| = x. Ker je
|| =|SUMUL|+x, lahko z uporabo nacela vkljucitev-izkljucitev za tri mnozice
izpeljemo enakost

U] =S|+ M| +|L| =S A M|=|SAL|- ML +|SAMNL|+x.
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Vstavimo zgoraj zapisane podatke in re§imo enacbo:

100 = 32+43x+x-12-10-0+0+x,
90 = b5x,
x = 18.
Sklepamo, da 18 vprasanih ¢aju ne doda nicesar.

b. Is¢emo Se IM NS NLY|=|MNS¢|=|M|-IMNS|=3x—-12 = 42. Samo mleko torej
doda 42 vprasanih.

RESITEV NALOGE 94. ¢

Oznac¢imo mnozice tekmovalcev, ki so jih izbrali prvi, drugi in tretji sodnik z A, B in
C. Is¢emo

x=|(ANB)U(BNC)U(ANC)|.

Iz besedila naloge razberemo, da je |U/| = 40, |A| = |B| = |C| = 20, AN BN C¢ =5,
IBNCNA=6,[ANCNB|=71in|[A°NB°NC =]ANBNC|=y. NarisSimo skico.

A

NV
o\

Zanima nas Stevilo elementov v obarvanem obmoc¢ju. Dobimo jih tako, da od || od-
Stejemo elemente v nepobarvanem obmocdju:

x=40-y—(7-p)~(8-y)~(9-y)=16+2y.

Seveda pa lahko x izrazimo tudi tako, da za mnozice AN B, BN C in AN C uporabili
nacelo vkljuditev-izkljucitev:

(ANB)UBNC)U(ANC)| =
(ANB)|+|(BNC)|+|(ANC)|-3JANBNC|+|ANBNC|=
(ANB)|+|(BNC)+|(ANC)|-2|ANBNC|=
(5+y)+(6+y)+(7+y)-2y =

= 18+w.

X

Pri tem smo upostevali, da je
(ANB)N(BNC)=(ANB)N(ANC)=(BNC)Nn(ANnC)=ANnBnC.
Ce dobljena izraza za x izena¢imo, dobimo
16+2y = 18+y,
y = 2

od koder takoj sledi, da je x = 20. V naslednji krog se je torej uvrstilo 20 tekmovalcev.
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RESITEV NALOGE 95. ¢

Naj bodo A, B in C mnozice usluzbencev, ki delajo na prvem, drugem oziroma tretjem
projektu. Naj bo x stevilo usluzbencev, ki ne delajo na nobenem od novih projektov in
v = |AN BN C¢ stevilo tistih, ki delajo samo na prvem in drugem. Iz besedila naloge
razberemo, da je

|A|=38, |B|=4x, y=4CNA°NB‘|, |IBNC|=8,]ANC|=7in|ANBNC|=5.

Za lazjo predstavo narisimo skico.

NaV

Ker mora biti 8 -7 —y > 0, imamo za y samo dve moznosti, p = 0 ali y = 1. Ce bi bil
y =0, biiz zveze 31 = |U| =]|AU BU C| + x dobili

31 =4x+2+1+x,
od koder bi izracunali x = %. Ker v tem primeru x ni naravno $tevilo, moznost y = 0
odpade. Sklepamo, da mora biti y = 1. Podobno kot v prejSnjem primeru dobimo

enacbo
31 =4x+4+2+x,

a tokrat je reSitev x = 5. Z nekaj dela se prepricamo, da so v tem primeru vse vpletene
vrednosti naravna Stevila. Izra¢unamo Se |B| = 4x =20 in [C| =4y +2+3+5 = 14.
Najvedji projekt je torej drugi in na njem je zaposlenih 20 ljudi, 5 ljudi pa ne dela na
nobenem od novih projektov.

RESITEV NALOGE 96. @

a. Oznacimo z Ay podmnozico vseh Stevil iz A, ki so deljiva s k. Potem je

300 300 | 300
|A“‘k?ﬁ’M*OA”‘Lamkn|mWA“L%mAM‘{kmmeoL

ker je Ak ﬂAl = Alcm(k,l) in Ak ﬂAl ﬂAm = Alcm(k,l,m)' Izracunamo 1C1’Il(5, 6) = 30,
lem(5,9) = 45, Iem(6,9) = 18 in lem(5,6,9) = 90. Is¢emo mo¢ mnozice M =
A5 UAgUAg. Uporabimo nacelo vkljucitev-izkljucitev, pa dobimo
IM]| |As|+|Ag| +[Ag| —1A5 N Agl = |As N Ag| —|Ag N Ag| +]A5 N Ag N Ag| =
|As| +|Ag| + |Ag| = |A3p| = |A4s| = |A1s] +Ago| =
{3OOJ N {300J N {300J {300J {300J {300J N {300J _

5 6 9 30 45 18 90 |
60+50+33-10-6-16+3 =
= 114.
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b. Stevila, ki so deljiva z natanko dvema od $§tevil 5, 6 in 9, so natanko elementi
mnozice

N =(AsNAgNAG U (AsNAZNAg) U(ASNAgN Ag).

As
Ag Ag
Izra¢unamo
IN| = |AsNAg|+]|AsNAg|+|AgNAg|-3[AsNAg N Ag| =
= |Azol +|Ags|+|A1g] = 3|Agg| =
{3OOJ {300J {300J {3OOJ
= + + - -
30 45 18 90
= 10+6+16-9=
= 23.
RESITEV NALOGE 97. ¢

a. Presteli bomo, koliko Stevil ustreza pogoju v mnoZici C = {1, 2,...,720} in koliko
jih ustreza pogoju v mnozici D = {1, 2,...,359}, nato pa rezultata odsteli. ISCemo
torej moci mnozic C3 U Cs in D3 U D5. Uporabimo nacelo vkljucitev-izkljucitev,

pa dobimo
IC3UCs| = |C5]+]|Cs|-|C5NCs| =
= |Cs|+|C5]=|Cy5| =
B {720J+{720J {720J_
) 5 151
= 240+144-48 =
= 336
in
|ID3; UDs| = |Ds|+|Ds|—|D3NDs| =
= |Ds|+|Ds| - |D;s| =
B {359J+{359J {359J_
L3 5 151
= 119+71-23=
= 167.

Stevil, ki zado$¢ajo pogoju, je torej 336 — 167 = 169.
b. Stevila, ki so deljiva z 2 ali 3 ali 5 ne pa s 15, so natanko elementi mnozice
M = (B, UB3 U Bs) \ By5. Uporabili bomo enakost

|A\ B = |A[-|ANB|.
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A B
Dobimo
M| = [|B,UB3UBs|—|(B,UB3UBs)NB;s|=
= |B,UB3UBs|—|(B;NBy5)U(B3NBys)U(BsNBys)| =
= |B,UB3UBs|—|B3pUBj5UBjs|=
= |ByUB3 U Bs|—|B3gUB;s| =
= |B,UB3UBs|—|Bys5| =
= |By| +|B3|+|Bs| = [Bg| = [B1ol = |1B15] + |B3gl = |By5] =
= |By|+ B3| +|Bs| = |Bg| = [B1ol = 2 - |By5| +[B3p| =
\‘360J {360J {36OJ l360J {360J l360J \‘360J
= =+ + — — —2‘ — |+ || =
2 3 5 6 10 15 30
= 180+120+72-60-36-2-24+12=
= 240.
RESITEV NALOGE 98. et

a. Stevila iz A, ki so deljiva z vsaj enim od $tevil 2, 6 in 8 leZijo v uniji M = A, U
A6 UAS Kerje AZ ﬂA6 :A6l Az ﬂAg :Ag, A6 mAg :A24 in A2 ﬂA6 ﬂAS :A24,

je

M|

= Aol +1Agl+1As] - |Asl = |As] = [Azal +|A24] = 1A2] =
~ {1024J_512
= |5~ |=512

b. Stevila iz A, ki so deljiva z 2 in 6 in ne 8, so v mnozici

zato je

N =(A;NAg)\Ag =Ag\ Ag,

IN| = |Ag\Ag|=
= |Ag|-|AcNAg| =
= |Agl—1A24] =
B {1024J {1024J_
B 6 24 |
= 170-42 =
= 128.

c. Nazadnje iS¢emo se mo¢ mnozice

L:A6 ﬂACSOAC :A60(A8 UAQ)C :A6\(A8 UAg)
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Resitve

Dobimo

RESITEV NALOGE 99.

IL| = |Agl-|A¢N(AgUAg)| =
= |Agl=1(Ag NAg)U(AgNAg)| =
= |Agl—1Ars UAg| =

|Agl = (|Aza| +|A1g] = |A2a N Aygl) =

|Agl = |Azal = [A1s] +1A7,| =

l1024J {1024J l1024J \‘1024J_
6 24 18 72 |

170-42-56+ 14 = 86.

[s¢emo mo¢ mnozice M = (A4 UAgU Ag) \ Aqs.

IM]

REesitev NaLoGE 100.

1
[(AgUAgUAg)\ Ayy| =
(AgUAgUAg)| = [(Ag UAgUAg) N Ay,| =
(AgUAgUA9) - [(AgN A1) U(AgNAR)U(AgNA)| =
(A4 UAgUAg)| =[A1 UA 1, UA3zg| =
[(AgUAgUAg) —|A1, UA36| =
[(AgUAgU A —|A1,] =
|Agl +1Agl +[Ag| = |A12] = [Az6| = |A 1] + |A36| = |A12] =
|Agl+|Ag| +|Ag| =2+ |A15| = |A1g] =
{16000J N {16000J N {16000J . {16000J B l16000J _
4 6 9 12 18
4000+ 2666+1777—-2-1333-888 =
4889.
@

IS¢emo mo¢ mnozice M = M3,5’7 U M3’5’9 U M3,7,9 U M5’7’9, kjer je

Mss; = A3NAsNA;NAG=Ap5NAS,
Mss9 = A3NAsNASNAg=Ay;NA7
Ms;9 = A3NASNA;NAg=AgNAS,
Ms;9 = A5NA5NA;NAg=0.

Opazimo, da so dobljene tri neprazne mnozice disjunktne. Res, vsako Stevilo iz prve
mnozice je deljivo s 7, zato ne more biti v drugi mnoZici, in s 5, zato ne more biti v
tretji mnoZici. Podobno razmislimo, da stevila iz druge mnoZice ne morejo biti v prvi
ali tretji, Stevila iz tretje pa ne v prvih dve. Ker so mnoZice disjunktne, dobimo

M|

[(A105 NAG) U (Ags VA7) U (Ag3 NAS)| =

|A105 NAG|+ A5 N AT +]Ags NAS| =

|A105] = 1A105 N Ag| + |Ass| —|Ass N A7+ |Ags| —|Ag3 N As| =

|A105] = [A315] +1Ags5] = |As15] + [Ags| = 1A315] =

{1000J {1000J \‘1000J {1000J
+ + O iy

105 45 63 315

9+22+15-3-3=37.
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REsSITEV NALOGE 101. @
Iskana stevila pripadajo mnozici M = (A5 U Ajp) \ Aygg. Zato je
IM| = [(A15UA2;) \ Ayl =

= A5 UAy |- [(A15 U A2 ) N Ayl =

= A5 UA | [(A1s N Ag) U (A2 NAg)l =

= |A15UA|=[A735 UA 47| =

= |A1sl+1A21] = 1A10s| = (|A735] + [A147] = |A735]) =

= A5l +1A21|=1A10s| = |A147] =

_ l2018J+{2018J_{2018J_{2018J:

15 21 105 147
= 134+96-19-13 =
= 198,
RESITEV NALOGE 102. et

a. Is¢emo |[Ag U Ag U Ay |. Ker je

lem(6,9) = 18,
lem(6,21) = 42,
lem(9,21) = 63,

lem(6,9,21) = 126,

je A6 mAg = Ale A6 ﬁA21 = A42, Ag ﬂAZl = A63 in A6 mAg ﬁA21 = A126' Z
uporabo nacela vkljucitev-izkljucitev dobimo

|AgUAgU Ay | = |Agl+|Agl +|Ap | = |A1g] = [Aga| = Ags| +|A126] =
_ {1260J+{1260J+{1260J {1260J {1260J {1260J+{1260J_
B 6 9 21 18 42 63 126 |
= 210+140+60-70-30-20+10=
= 300.

b. Tokrat i$¢emo [(AgNAg)UA,;|. Ce upostevamo, da je AgNAg = Ayg in uporabimo
nacelo vkljucitev-izkljucitev za dve mnozici, dobimo
I(AsNAg) UA| = [A1gUAy|=

= |Aggl+1A2]-1A18N A =
= |Aggl+ Az |- 1A126] =
B {1260J N {1260J {1260J ~
L 18 21 126 |
= 70+60-10=
= 120.

7. Teorija stevil

RESITEV NALOGE 103. et

a. Ker je gcd(68,119) = 17 in 17 deli 2057, je enacba resljiva. Delimo jo z 17 in
dobimo ekvivalentno enac¢bo

4x+7y =121,
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za katero zlahka uganemo eno resitev: xy = yy = 11. Vse resitve so oblike

X, = 11+7k,
v = 11-4k,
kjer je k € Z.
b. Naravne resitve dobimo tako, da reSimo sistem neenacb
X = 0,
v = 0.

Iz prve neenakosti dobimo 11 + 7k > 0 oziroma k > -1, torej je k > —1. Iz druge

neenakosti dobimo 11 — 4k > 0 oziroma k < 1}, torej je k < 2. Resitve so torej
naravna Stevila za k = -1,0,1,2. Zberemo jih v tabeli:

k|-1 0 1 2
Xe| 4 11 18 25
v |15 11 7 3

RESITEV NALOGE 104. @
Ker je 15 ur enako 1560 = 900 minut, dobimo diofantsko enacbo

16x+ 18y =900.
Enacbo delimo z 2, da dobimo ekvivalentno enac¢bo

8x + 9y =450,

ki ima ocitno resitev xy = 0, yg = 50. Vse resitve so torej oblike

xr = 0+09k,

v = 50-8k,

kjer je k € Z. Ker x in y predstavljata Stevilo reSenih nalog, morata biti nenegativni.
MozZne resitve zberemo v tabelo:

k{o 1 2 3 4 5 6
x| 0 9 18 27 36 45 54
vk |50 42 34 26 18 10 2

Razlika |x; — v¢| je najmanjsa pri k = 3. Student mora torej resiti 27 nalog iz OMA in 26
nalog iz DS.

REesiTEV NALOGE 105. s

a. Znamke stanejo 102 centa in 72 centov, radi pa bi placali znesek 1800 centov,
zato se pripadajoca diofantska enacba glasi

102x + 72y = 1800.
b. Enacbo delimo z gcd(102,72) = 6, pa dobimo
17x + 12y = 300.

V tej obliki zlahka uganemo eno resitev: x5 = 0, yg = 25. Vse resitve so torej
oblike

Xk 0+12k,
v = 25-17k,
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kjer je k € Z. Ker morata biti Stevili znamk nenegativni, dobimo:

k{0 1
xp| 0 12
Vk 25 8

c. Od zgornjih resitev je le ena taka, kjer uporabimo znamke obeh vrst. Potrebu-
jemo 12 znamk za 1.02 € in 8 znamk za 0.72 €.

RESITEV NALOGE 106. @
Zneske pretvorimo v cente in dobimo diofantsko enacbo
105x+ 75y =1350.

Ker so vsi koeficienti deljivi z gcd(105,75) = 15, je enacba resljiva in ekvivalentna
enacbi

7x+ 5y =90.
Eno resitev zlahka uganemo: xy = 0, yy = 18. Vse resitve so oblike
xr = 0+5k,
v = 18-7k,
kjer je k € Z. Ker morata biti Stevili znamk nenegativni, dobimo:
k{io 1 2
x| 0 5 10
v |18 11 4

Najmanj znamk bomo uporabili pri k = 2. Potrebujemo torej 10 znamk za 1.05€ in 4
znamke za 0.75 €.

RESITEV NALOGE 107. 2t
Poiskati moramo nenegativne resitve diofantske enacbe
41x + 37y = 1490.
Eno reditev bomo dobili s pomocjo razsirjenega Evklidovega algoritma:
41 = 1-41+0-37,
37 = 0-41+1-37,
4 = 1-41-1-37,
1 = -9-41+10-37.

Zadnjo enakost pomnozimo s 1490 in dobimo
1490 =-13410-41 +14900- 37.
Ena resitev enacbe je torej xo = —13410, yo = 14900 in vse resitve so oblike
xp = —13410+ 37k,
ye = 14900 - 41k,

kjer je k € Z. 1z pogoja x; > 0 dobimo k > 362.4 oziroma k > 363. 1z pogoja yx > 0
dobimo k < 363.4 oziroma k < 363. Edina nenegativna resitev je torej pri k = 363. V
tem primeru dobimo x = 21 in y = 17. Asistent je torej kupil 21 PNP tranzistorjev in
17 NPN tranzistorjev.
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REesiTev NALOGE 108. ¢

Stevila, ki jih bo Janezek dobil, bodo oblike 10x +22y za x,y € Z. Ker je gcd(10,22) = 2,
diofantska enacba

10x+22y =1
nima celostevilskih reSitev. Enacba
10x+22y =38
oziroma
5x+11y =4
ima za eno od resitev xy = -8, yy = 4. Vse resitve so torej oblike
xp = —-8+11k,
Ve = 4— 5k,

kjer je k € Z. Oglejmo si resitve za nekaj manjsih vrednosti k:

kf.. -1 0 1 2
Xp|... =19 -8 3 14
V|- 9 4 -1 -6

Stevilo ra¢unskih operacij, ki jih Janezek potrebuje, da pride do rezultata, je enako
Ixg| + |vk|. Vidimo, da se za vecje ali manjse k te razlike vecajo, zato je minimalno
mozno Stevilo operacij dosezeno pri k = 1, ko potrebuje 4 korake.

REesiTEV NALOGE 109. ¢
IS¢emo resitve diofantske enacbe
35z+41y = 520.

Eno resitev poiS¢emo s pomocjo razsirjenega Evklidovega algoritma:

41 = 1-41+0-35,
35 = 0:41+1-35,
6 = 1:-41-1-35,
5 = -5-41+6-35,
1 = 6-41-7-35.

Ce zadnjo vrstico pomnozimo s 520, dobimo
520=3120-41-3640-35,
zato je ena resitev xy = —3640 in y, = 3120. Vse resitve so oblike

Xp = —3640+41Kk,
v = 312035k,

kjer je k € Z. 13¢emo le resitve, kjer sta x; in y; naravni Stevili, zato moramo poiskati
tiste k, za katere je x; > 0 in y; > 0. Iz prve neenakosti dobimo k > %4110 oziroma k > 89.
Iz druge neenakosti dobimo k < % oziroma k < 89. Za k = 89 dobimo x =9 in y = 5.
Janezek si je torej privoscil 9 porcij sladoleda in 5 sadnih kup. Ker pa je 9+5 = 14,
lahko tudi sklepamo, da si noben dan ni privoscil dveh slascic.
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REesiTev NALOGE 110. ¢

Zapisemo diofantsko enacbo

50x + 30y =520
oziroma 5x + 3y = 52. S kratkim premislekom hitro najdemo eno resitev: x, = 11,
Yo = —1. Vse resitve so torej oblike

X = 11+ 3k,

Ve = -1- 5k,
kjer je k € Z. Ker iS¢emo le resitve, kjer sta x; in y; naravni Stevili, vidimo, da mora biti
k manjsi od —1, da bo pozitiven y; in vecji od —4, da bo pozitiven xj. ReSitve zapiSemo
v tabelo:

k-1 -2 -3
x| 8 5 2
Vi 4 9 14

Stevilo ljudi, ki so prisli na vaje, je bilo enako x; + vy. Vidimo, da je ta vsota najvedja v
primeru, ko je k = —3. Na vajah je bilo tisti dan najvec 2 + 14 = 16 Studentov.

RESiTEV NALOGE 111. T
Resiti moramo diofantsko enacbo
80x + 88y = 2080

oziroma
10x+11y = 260.

Hitro uganemo eno resitev: xy = 26, yy = 0. Vse resitve so torej oblike
X, = 26+11k,
v = 0-10k,
kjer je k € Z. Nenegativne resitve zapisemo v tabelo:
ki 0 -1 -2
X |26 15 4
| 0 10 20

Iz konteksta lahko sklepamo, da niso kupili samo ene vrste pijace, zato resitev pri
k = 0 ni ustrezna. Edina resitev, ki ustreza pogoju x > y (soka je bilo vec), je torej
x=15,y=10.

RESITEV NALOGE 112. et

a. Oznacimo Stevilo Centiusov z x, Stevilo Miliusov pa z y. 1z besedila razberemo,
da velja zveza
9x +15y =393.

Ker sta x in y celi Stevili, smo dobili diofantsko enacbo z dvema neznankama.
Obe strani enacbe lahko Se delimo s 3 in dobimo

3x+5y = 131.
Eno resitev zlahka uganemo: xj = 2, yy = 25. Vse resitve so potem oblike
X = 2+ 5k,

Ve = 25 -3k,
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kjer je k € Z. Ko se parameter k poveca za 1, se x; poveca za 5 in y; zmanjsa za
3, zato so pozitivne resitve

k{o 1 2 3 4 5 6 7 8
Xp| 2 7 12 17 22 27 32 37 42
vk (25 22 19 16 13 10 7 4 1

b. Is¢emo minimalno vrednost vsote xi + vy pri k € {0,1,...,8}. Ocitno je minimum
dosezen pri k = 0, ko je xo +y9 = 27. V skupini je torej vsaj 27 vesoljcev.

RESITEV NALOGE 113. ¢

a. Ker je gcd(28,30,31) = 1, je enacba resljiva. Ce izrazimo spremenljivko z naj-
manj$im koeficientom, dobimo

28x = 365-30p-3lz,
1
x = 13-y-z+——-=—

x = 13-y-z+1.

Ker mora biti t; celo Stevilo, dobimo novo diofantsko enacbo
28ty =1-2y -3z

Tokrat izrazimo

2y = 1-28t -3z,
1 1
— 14t —z4=— 2z
v 1 Z+2 2Z
y = —14t1—2+t2.

Iz zveze 2t, = 1 —z izrazimo z = 1 — 2t, in to vstavimo v izraz za y, pa dobimo
y=-14t) —z+1t, =-14t; -1+ 2t, +t, = -1 - 144 + 3t,.
Nazadnje Se dobljena izraza za y in z vstavimo v izraz za x in dobimo
x=13-y—z+1t; =13 - (-1-14t; + 3t,) — (1 - 2tp) +t; = 13+ 15t; — ¢t,.
Resitve so torej
x=13+15t; —t), y=-1-14t1 +3¢t,, z=1-2tp,

kjer sta t1,t, € Z poljubna parametra.
b. Izracunamo

X+y+z=13+15t; —-t, —1-14t; +3t, +1-2t, =t; +13.

c. Iz pogoja z > 0 dobimo 1 > 2¢, oziroma f, < % Torej je t, € {0,-1,-2,...}. 1z
pogojev x > 0 in y > 0 dobimo neenakosti 15¢; > t, —13 in 14f; < 3¢, — 1. Ce
prvo neenakost pomnozimo s 14 in drugo s 15, dobimo 210¢#; > 14t, — 182 in

210ty <45t,—15. Od tu sklepamo, da je
14t, 182 <45t,-15

oziroma t, > —5. Pozitivne resitve lahko torej pricakujemo kvecjemu za t, €
{0,-1,-2,-3,—-4,-5}. Teh Sest primerov lahko hitro analiziramo:
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tp =0, —182<210t; <-15, tu za t; nicelostevilskih resitev,
th=-1, —-196<210t; <-60, tuza t] nicelostevilskih resitev,
ty=-2, —210<210t; <105, t, =1,
ty =-3, —-224<210t; <-150, t; =-1,
t,=—4, —238<210t; <-195, t =-1,
ty =—5, —252<210t; <-240, tu za t; ni celostevilskih resitev.
Vidimo, da dobimo pozitivne resitve pri (t,t,) € {(-1,-2),(-1,-3),(-1,-4)}. V
vseh primerih je t; = -1, zato je
X+y+z=1t+13=12.
RESITEV NALOGE 114. ais

Iz enacbe izrazimo spremenljivko, pred katero je koeficient z najmanjSo absolutno vre-
dnostjo. Dobimo

3x = 7y+12z-21,

7
= —y+4z-7,
x 3y Z

1
X = §y+2y+4z—7.

Ker so x, y in z cela Stevila, so leva stran enakosti in zadnji trije ¢leni na desni cela
Stevila. Torej mora biti tudi t; = % celo Stevilo. Od tu izrazimo y = 3t;. Za drugi
parameter lahko vzamemo tretjo spremenljivko. Torej je z = t,. Oboje vstavimo v izraz
za x in dobimo
X = tl +2(3t1)+4t2—7: 7t1 +4t2—7.
Resitve so torej
X:7t1+4t2—7, y:?)tl, zZ= t2,
kjer sta t1,t, € Z poljubni celi stevili. Pozitivne bodo tiste resitve, kjer bo veljalo x > 0,
y > 0in z > 0. Iz drugih dveh neenakosti sledi, da mora biti t; > 0 in t, > 0. Iz prve
dobimo
7t1 +4t2—7 > 0.
Ta pogoj je izpolnjen za vse pare pozitivnih celih Stevil (1, t,). ReSitve so torej pozitivne
za vse (t1,1), za katere je t; > 0 in t, > 0 in jih je neskon¢no mnogo.

RESITEV NALOGE 115. ¢

Oznacimo Stevilo pic Hamilton z x. Potem je Stevilo pic Fermat enako 2x. Denimo
e, da so narocili y pic Dirichlet in z pic Euler. Dobimo diofantsko enacbo s tremi
neznankami

8:2x+9x+6v+72=209

oziroma
25x+ 6y + 7z =209.

Ker vemo, da so skupaj narocili 28 pic, je
3x+y+z=28.

Od tu izrazimo z in vstavimo v zgornjo enacbo, pa dobimo diofantsko enacbo z dvema
neznankama
4x -y =13.
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Eno resitev zlahka uganemo: xy = 4, yy = 3. Vse resitve so torej oblike
X = 4 — k,
Ve = 3- 4k,

kjer je k € Z. Izrazimo Se z; = 28 — 3x; — yx = 13 + 7k. Vrednosti k, pri katerih so xi, vy
in z; vsi pozitivni, so k =0,-1,-2,-3

k| 0 -1
x| 4 5
%l 3 7
|13 6
Ker vemo, da so narocili manj kot 6 pic Dirichlet, torej yx < 6, resitev pri k = —1 ni

dobra. Pri k = 0 so narocili 8 pic Fermat, 4 pice Hamilton, 3 pice Dirichlet in 13 pic
Euler. Najbolj popularna je bila torej pica Euler.

RESITEV NALOGE 116. ¢

Ce pomnozZimo prvo enacbo s 3 in drugo z 2, dobimo

33x+27y+24z = 3000,
12x+16y+24z = 2000.

Enacbi odstejemo in dobimo diofantsko enacbo z dvema neznankama
21x+11y =1000.
Zlahka uganemo eno resitev: x, = 100, yy = —100. ReSitve so
x, = 100+11k,
v = —100-21k,
kjer je k € Z. Vstavimo v drugo enacbo in dobimo
600 + 66k —800—-168k +12z=1000

oziroma z =100 + %k. Ker mora biti z celo Stevilo, mora biti k sodo. PiSimo k = 2¢, pa
dobimo cele resitve sistema

x, = 100+22t,
y, = —100-42t,
z; = 100+17t,

kjer je t € Z. Ker morajo biti resitve naravna Stevila, moramo poiskati tiste ¢, za katere

so izpolnjene neenakosti x; > 0, y; > 0 in z; > 0. Iz prve dobimo t > —?—(1), torej je t > —4.
Iz druge dobimo ¢ < —g—?, torej je t < 3. Iz tretje dobimo f > —%, torej je t > —5. Vsem

trem zadosScata le t = —4 in t = -3, torej sta edini naravni resitvi x =12, y = 68, z = 32
inx =234,y =26,z=49.

RESITEV NALOGE 117. T

V Z,, so obrnljivi elementi
{1,5,7,11)
in ocitno je 17'=1,11"1'=11,5 ' =5¢ter 77t = 7. Drugo enacbo lahko delimo s 4 in
dobimo
x+2y =2 (mod 3).
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Izrazimo x = 2 — 2y + 3t, kjer sta y,t € Z. Vstavimo v prvo enacbo in dobimo
5(2-2y+3t)+ 3y =8 (mod 12),
oziroma
7y =2+ 3t (mod 12).
Ce ena¢bo pomnozimo s 7, smo izrazili
Y =249t (mod 12)
in nato Se x = -2 — 15t = 10 + 9¢. Resitve v Z, so torej oblike

10+ 9¢,
2+ 9t.

Zberemo jih v tabeli
t) 0 1 2 3
x|10 7 4 1
py| 2 11 8 5

Druga moznost je, da enacbi od$tejemo in dobimo

x—5y =0 (mod 12),
oziroma

x = 5y (mod 12).

To vstavimo v drugo enacbo, ki smo jo delili s 4,

x+2y =2 (mod 3),
in dobimo

5y + 2y =2 (mod 3)
oziroma

y = 2 (mod 3).

V Z,, je torej vy € {2,5,8,11}. Za vsakega izracunamo Se pripadajoci x = 5y in dobimo
reSitve
(10,2), (1,5), (4,8), (7,11).

RESITEV NALOGE 118. et

a. Is¢emo Stevilo a, za katerega bo 11a = 1 (mod 48), torej bo

11a+48b=1.
Ce resitve te diofantske enacbe ne znamo uganiti, uporabimo razsirjen Evklidov
algoritem:
48 = 1-48+ 0-11,
11 = 0-48+ 1-11,
4 = 1-48- 4-11,
3 = -2-48+ 9-11,
1 = 3-48-13-11.

Vidimo, dajea=-13 =35. Resje 11-35=385=48-8+1. Zatoje 117! = 35.
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b. Drugo enacbo pomnozimo s 35 in reduciramo, pa dobimo
x+18y=9 (mod 48).
Izrazimo x = 9 — 18y in vstavimo v prvo enacbo:
8(9-18y)+ 15y =3 (mod 48).

Torej je 15y = —21 (mod 48) oziroma 5y = —7 (mod 16). Ker v Z¢ velja -7 = 25
inje gcd(16,5) =1, dobimoy =5 (mod 16). V Zg je torej vy € {5,21,37}. Ustrezni
x =9 —18y so vsi enaki 15, zato so resitve

(15,5), (15,21), (15,37).
RESITEV NALOGE 119. et

Ker je gcd(4,9) =1, je 4 obrnljiv element v Zg. Hitro lahko uganemo, da je 471 =7 ker
jed-7=28=1(mod 9). Ker je gcd(5,8) = 1, je 5 obrnljiv element v Zg in 57! = 5, ker
je 5:5=25=1 (mod 9). Prvo enacbo zato pomnoZimo s 7 in drugo s 5, pa dobimo

= 8 (mod9),
4 (mod 8).

Ker je gcd(8,9) = 1, lahko uporabimo Kitajski izrek o ostankih. Ozna¢imoa; = 8,a, = 4
in n; =9, n, = 8. Resimo diofantsko enacbo

9mq + 8m, = 1.
Ena ocitna resitev je m; = 1, m, = —1. ReSitev prvotnega sistema je
X=aimyny+a,ming = 8(—1)8+419:—64+36:—28

Vse resitve so torej x = 44 (mod 72).

Nalogo lahko re§imo tudi brez uporabe formul iz Kitajskega izreka o ostankih. Po
krajsanju iz prve enacbe dobimo x = 8 + 9k, kjer je k € Z. Ce to vstavimo v drugo
enacbo in reduciramo, dobimo

k =4 (mod 8).
Torej je k = 4 + 8t, kjer je t € Z. Izrazimo Se
x=8+9% =8+9(4+8t)=44+72t,
torej je x = 44 (mod 72).

RESITEV NALOGE 120. et

a. Izratunamo
©(39)=@(3-13)=@(3) - p(13)=2-12 =24.
Torej je obrnljivih ostankov 24, in sicer so to vsi, ki so tuji 3 in 13:
Zy=1{1,2,4,5,7,8,10,11,14,16,17,19,20,22,23, 25,28,29,31, 32, 34,35,37, 38}.

b. Ker je 38 = —1 (mod 39), je 38! = 38. Ce enacbo pomnozimo z 38 = —1 in
reduciramo, torej dobimo

38-38x=3-(-1) (mod 39),
x =36 (mod 39).

Edina resitev v .M je torej x = 36.
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c. PisSimo n = p-q, kjer sta p in q razli¢ni prastevili in je p < g. Potem je
e(n)=p(p)-¢lg) = (p-1)(q-1),
torej is¢emo p in g, ki zadoScata enacbi
24=(p-Dig-1).
Stevilo 24 lahko kot produkt dveh $tevil zapisemo na naslednje nacdine:
24=1-24=2-12=3-8=4-6.

Po vrsti dobimo (p,q) € {(2,25), (3,13), (4,9), (5,7)}. Ker sta p in g prastevili, sta
edini moznosti (3,13) in (5,7). Iz prve dobimo n = 39, kar ni dobra resitev, iz
druge pa n = 35. Res je

p(n)=@(5-7)=¢(5) - ¢(7)=4-6 =24 =(39).
RESITEV NALOGE 121. ot
Najprej si ogledamo ostanke, ki jih dajo potence Stevila 7 pri deljenju z 19:
kK[o1 234
7k(mod19)‘1 7 11 1 7

Vidimo, da se ponavljajo s periodo 3, zato bomo morali izra¢unati ostanek stevila 59"
pri deljenju s 3. Ogledamo si ostanke, ki jih dajo potence Stevila 5 pri deljenju s 3:

k\o 123
Sk(mod3)‘1 21 2

Zanimal nas bo torej ostanek, ki ga da $tevilo 910 pri deljenju z 2. Ker je vsaka potenca
10

Stevila 9 o¢itno liho tevilo, bo 5% = 2 (mod 3) in zato 75 =11 (mod 19).

RESITEV NALOGE 122. @

a. Vrednosti funkcije ¢ najlazje izra¢unamo iz prastevilskega razcepa. Ker je 2017
prastevilo, 2018 =2-1009 in 2019 = 3-673, je

©(2017) = 2016,
©(2018) @(2)- ¢(1009) =1-1008 = 1008,
©(2019) = @(3)-@(673)=2-672=1344.
b. Ker je 6057 = 32673, je gcd(6057,2018) = 1. 1z Eulerjevega izreka
a®™ =1 (mod n)
zato sledi za a = 6057 in n = 2018, da je
605719% =1 (mod 2018).
Torej je tudi (60571098)2 = 60572916 =1 (mod 2018) in je
60572918 = 6057201660572 = 6057 =32=9 (mod 2018).

RESITEV NALOGE 123. @
Ker je 313 prastevilo, je gcd(102,313) =1 in ¢(313) = 312. Iz Eulerjevega izreka
a?™ =1 (mod n)
za a=102in n = 313 zato sledi, da je
1023'2=1  (mod 313).
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Zanima nas torej ostanek Stevila 103194 pri deljenju z 312. Ker je 1032 = 10609 =
34-312+1,je

103194 =(103%)°2=1°2=1 (mod 312)
in je
102103 = 1021 =102 (mod 313).
RESITEV NALOGE 124. et

Izra¢unajmo najprej a. Ogledamo si ostanke, ki jih dajo potence Stevila 5 pri deljenju s
24:

ko123
Sk(mod24)‘1 515

Vidimo, da se ponavljajo s periodo 2, zato moramo dolociti ostanek, ki ga da Stevilo
1323 pri deljenju z 2. Ker je to Stevilo ocitno liho, je 513232018 = 5 (mod 24). Torej
a = 5. Re$iti moramo sistem kongruenc

5*+17y = 1 (mod 24),

6x+10y = 2 (mod 24).
Prvo enacbo najprej pomnozimo s 5 in reduciramo, pa dobimo

x+13y=5 (mod 24).
Od tu izrazimo x = 513y in to vstavimo v drugo enac¢bo. Dobimo
6(5-13y)+10y =2 (mod 24)
oziroma
4y =-4 (mod 24).
Enacbo delimo s 4:
y=-1 (mod 6).
Resitve v Z,4 so torej y € {5,11,17,23}. Izra¢unamo Se x = 5— 13y in dobimo
(12,5), (6,11), (0,17)(18,23).

8. Permutacije

RESITEV NALOGE 125. ¢

1102 = g pomnozimo z leve z ™!, dobimo

71102 = g1,
Kot produkt disjunktnih ciklov je a = (1)(2)(3 7 9)(4 8)(5)(6). Desna stran enacbe pa je
alB=(397)(48)+(13579)(2468)=(13)(24)(57)(6 8)(9).

Cikli¢na struktura te permutacije je torej [2,2,2,2,1]. Prastevilski razcep potence 7 je
1102 =2-19-29, s pomocjo tega bomo lahko hitreje razmislili, kaj so dopustne cikli¢ne
strukture permutacije 7. Ker je m permutacija na (le) 9 elementih, je jasno, da je le
prafaktor 2 relevanten. Da dobimo 4 cikle dolZine 2 pri potenciranju na potenco 2 (in
1102), rabimo v 7t dva cikla dolzine 4. Ciklov dolzine 2 v 7t ni, saj bi vsak tak razpadel
na po 2 cikla dolzine 1, v c!1%2 pa imamo le en cikel dolZine 1. Edina dopustna cikli¢na
struktura za 7 je torej [4,4,1].

Ce enacbo an
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Poiskati moramo torej dve resitvi s siklicno strukturo [4,4,1]. Ker je 1102 =2 mod 4,
je (za edino dopustno cikli¢no strukturo) 7w!1%? = 722 in nasa enacba je enakovredna

7’ =a 1.

Vse resitve te enacbe so torej oblike

m=(___ ) ___)).

Resitve sedaj dobimo tako, da na 4 prosta mesta vsakega cikla ustrezno vstavimo ele-
mente ciklov dolZine 2. Dva primera reSitev sta

= (1234)(5678) in 7, =(1234)(5876).
RESITEV NALOGE 126. et

a. Hiter racuna da
a=(12)(3456)(789)(10) in f=(1)(2)(371085)(9).
b. To je spet hiter racun
y=(12)(3456)(789)%(371085)=(12)(34)(567)(8910).

Cikli¢na struktura y je torej [3, 3,2, 2], red y je 6 =1cm(3, 3, 2, 2), parnost je soda.

c. Pri potenciranju na potenco 10 bo cikel dolZine k razpadel na gcd(10, k) ciklov
dolzin m. Cikle dolzine 3 lahko torej dobimo iz ciklov dolzin 6 ali 3, cikle
dolzine 2 pa iz cikla dolzine 4. Dopustni cikli¢ni strukturi za 7 sta torej [6,4]
ter [4, 3, 3].

d. Najprej resitev za cikli¢no strukturo [4,3,3]. Ker je 10 =2 mod4 in 10 = 1
mod 3, sta cikla dolzine 3 v 7 kar enaka tistim iz y, cikel dolZine 4 pa dobimo
tako, da ustrezno prepletemo oba cikla dolZine 2 iz . Dobimo

7, =(1324)(567)(8910).

Se resitev za cikli¢no strukturo [6,4]. Cikel dolzine 4 je lahko enak kot pri
111, dejstvo 10 = 4 mod 6 pa nam bo olajsalo sestavo cikla dolZine 6 iz obeh
ciklov dolZine 3. Najprej zapiSemo

,=(1324)(5_7_6_).

Elemente cikla (5 6 7) iz permutacije ¥ = 7' smo v zgornji 6-cikel razpore-

dili tako, da je vsak naslednji element cikla (5 6 7) to¢no 4 mesta naprej od
prejSnjega elementa. Na prosta mesta sedaj na analogen nacin razporedimo ele-
mente cikla (8 9 10). To lahko storimo na ve¢ na¢inov. Ena moznost je

1,=(1324)(5871069).
RESITEV NALOGE 127. ais

a. Originalno ena¢bo pomnozimo z & z leve strani in s 7! z desne strani

asa titen! :a*ale*Tl_l,

™ =a’.
(Torejje k =3in g =a>.)
b. Najprej pora¢unamo a?:
a®=(123456)%(78910)°=(14)(25)(36)(7109 8).
Cikli¢na struktura a3 je torej [4,2,2,2], kar je tudi cikli¢na struktura 703. Per-
mutacija 7w ima torej (vsaj en) cikel dolzine 4, saj ta pri potenciranju na potenco
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3 ne razpade. Cikle dolZine 2 pri potenciranju na potenco 3 pa lahko dobimo
iz ciklov dolZine 2 ali ciklov dolzZine 6 (daljsih dopustnih ciklov pri permutaciji
na 10 elementih ne moremo imeti). Dopustni cikli¢ni strukturi za 7 sta torej

[6,4] ter [4,2,2,2].

c. Ker je 1r® = a3 tretja potenca enacbe 7 = a, je 7 = a kar ena od resitev. Ta resitev
je tista s cikli¢no strukturo [6,4]. V resitvi s cikli¢no strukturo [4, 2, 2, 2] bo cikel
dolZine 4 ostal enak tistemu iz a, cikli dolZine 2 pa bodo kar tisti iz a® (saj je
3=1 mod 2). Resitev 7t s cikli¢no strukturo [4, 2,2, 2] je torej

7= (14)(25)(36)(78910).
RESITEV NALOGE 128. et

a. Zapisimo najprej a kot produkt disjunktnih ciklov
a=(147)(2)(369)(5)(8).

Cikli¢na struktura «a je torej [3,3,1,1,1]. Red je enak 3 (najmanjsi skupni vec-
kratnik dolzin ciklov), a je soda permutacija (vsak cikel dolzine 3 je produkt
dveh transpozicij).

b. Zapisimo najprej enacbo v bolj pregledni obliki. Po mnozZenju s 77> z leve strani
in 7~ z desne strani dobimo

3 2 1 3 3 1

U *m *0 =7 “*7 *a*m+7  karpomeni w =«

oziroma
n?=al,
Cikli¢na struktura a=! = (1 7 4)(2)(3 9 6)(5)(8) je enaka kot cikli¢na struktura
a,tj. [3,3,1,1,1].
Pri potenciranju na potenco 2 lahko cikle dolZzine 3 dobimo iz ciklov dol-
zin 6 ali 3. Cikle dolZine 1 pa lahko dobimo iz ciklov dolzin 2 ali 1. MozZne

kombinacije (ki se seStejejo v 9) so
[6,2,1], [6,1,1,1], [3,3,2,1]in [3,3,1,1,1].

c. MozZne (vendar ne vse) resitve za vsako od zgornjih cikli¢nih struktur so (name-
noma izpuscamo cikle dozine 1):

za[6,2,1]jeresitevt=(137946)(25),

za[6,1,1,1]jeresitevnt=(137946),

za [3,3,2,1] jeresitev t=(147)(369)(25),

za[3,3,1,1,1]je resitev it =(147)(369).

RESITEV NALOGE 129. ot
a. ZapiSimo najprej kot produkt disjunktnih ciklov: g =(1)(2 4 6)(3 5 7). Sedaj
pora¢unamo
axBral=(1357)(246)*(246)(357)+(1753)(264)
(135)(246)(7).

Cikli¢na struktura a * +a~! je torej [3,3,1], kar pomeni, da je njen red enak 3,
parnost je soda.

b. Pri potenciranju na potenco 4 lahko cikla dolzine 3 dobimo iz ciklov dolzin 6
ali 3. Cikel dolzine 1 pa lahko dobimo le iz ciklov dolzine 1, saj bi daljsi cikli pri
potenciranju razpadli ne vec¢ kot en cikel dolzine 1. Imamo torej le 2 dopustni
cikli¢ni strukturi za 7, to sta [6,1] in [3,3,1].
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c. Kerje4=1 mod3,jemr; =ax*p*a"! =(135)(246)(7) reditev nase enacbe. To
je tudi edina resitev s cikli¢no strukturo [3,3,1].

Pri cikli¢ni strukturi [6,1] imamo ve¢ resitev. 1z cikla dolZine 6 moramo na-

mrec pri potenciranju na potenco 4 dobiti (1 3 5)(2 4 6). Za¢nimo z nastavkom

(1_5_3).

Vsak cikel dolzine 6 take oblike nam bo pri potenciranju na potenco 4 dal cikel
(1 35). Dadobimo Se cikel (2 4 6), moramo na prosta mesta ustrezno razporediti
elemente tega cikla. V resnici je z izbiro prostega mesta za en element cikla
(2 4 6) polozaj ostalih dveh povsem dolocen. Ker imamo v nastavku 3 prosta
mesta, imamo torej 3 mozne resitve s cikli¢no strukturo [6,1]. Te so

,=(125634), m3=(145236) in 74, =(165432).
REeSiTEV NALOGE 130. ais

Permutacija 7% ima cikli¢no strukturo [4,2,2,2]. Pri potenciranju na potenco 3 lahko
cikel dolZine 4 dobimo le iz cikla dolZine 4, tri cikle dolZine 2 pa lahko dobimo iz treh
ciklov dolzine 2 ali enega cikla dolzine 6. Dopustni cikli¢ni strukture za 7t sta torej
[6,4]in [4,2,2,2].

Za cikli¢no strukturo [4,2,2,2] imamo le eno resitev, ta je
7, = (12)(35)(79)(4108 6).

Za cikli¢no strukturo [6,4] pa imamo vec resitev. Iz cikla dolzine 6 bomo pri potenci-
ranju na potenco 3 dobili 3 cikle dolZine 2. Da dobimo cikel (1 2), mora biti na$ cikel
dolZine 6 oblike

(1__2_ ).
Sedaj imamo 4 mesta, na katera lahko postavimo element 3 iz cikla (3 5), nato pa Se
2 mesti, na kateri lahko postavimo element 7 cikla (7 9). Skupaj imamo torej 4-2 =8
reSitev nase enacbe s cikli¢no strukturo [6,4]. Zapisimo le dve od teh resitev

M, =(137259)(41086) ter m3=(157239)(41086).
RESITEV NALOGE 131. @
Zapisimo najprej permutacijo na desni kot produkt disjunktnih ciklov

72013 = (1 9)(2 8)(3 7)(4 6)(5).

Permutacija 702913 ima torej cikli¢no strukturo [2,2,2,2,1]. Prastevilski razcep 2013 je

2013 =3-11-61 in za dolocanje dopustnih cikli¢nih struktur permutacije 7 bo rele-
vanten le prafaktor 3. Pri potenciranju na potenco 2013 bomo 4 cikle dolZine 2 dobili
bodisi iz 4 ciklov dolZine 2, bodisi iz enega cikla dolZine 6 in enega cikla dolzZine 2.
Dopustni cikli¢ni strukturi za 7 sta torej [6,2,1]in [2,2,2,2,1].

Ker je 2013 =1 mod 2, je © = (1 9)(2 8)(3 7)(4 6)(5) ena od resitev te enacbe. To je
hkrati edina resitev s cikli¢no strukturo [2,2,2,2,1]. Utemeljiti moramo, da ima ta
enacba vsaj Se 4 resitve s cikli¢no strukturo [6,2,1]. To ne bo tezko. Cikel dolzine 6 v
permutaciji 7« bo oblike

(a__b__),

kjer je (a b) eden od ciklov dolzine 2 permutacije 7=°"°. Ker imamo tu Se 4 prosta
mesta, bomo res dobili vsaj Se 4 razli¢ne resitve. V primeru, da je (a b) = (1 9), lahko na
katerokoli od ostalih 4 mest postavimo npr. 2 iz cikla (2 8). Enacba ima torej res vsaj
pet resitev.

2013
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Poskusimo vseeno presteti, koliko je vseh resitev nase enacbe. V 7r2°!3 imamo 4 cikle

dolZine 2. En od teh bo kar cikel dolZine 2 permutacije 7t. Ostali so nam $e trije cikli
dolzine 2, ki bodo nastali po razpadu cikla dolzine 6. Kako postavimo prvega od teh
je nepomembno, za drugega imamo Se 4 prosta mesta, za tretjega pa Se 2 prosti mesti.
Vseh resitev s cikli¢no strukturo [6,2,1] je torej 4-4-2 = 32.

RESITEV NALOGE 132. ais

Permutacija a je Ze dana kot produkt disjunktnih ciklov. Oglejmo si najprej prvo
enacbo; 7!% = @. Lahko kar opazimo, da je 13 =1 mod 2 in zato '3 = a, torej je
7 = « ena od resitev te enacbe. To seveda pomeni, da je 7t!3 = a resljiva. Razmislek v
smislu dopustnih cikli¢nih struktur tudi ni tezak, [2,2,2,2] je namre¢ edina dopustna
cikli¢cna struktura za 7 in, ker imamo dopustno cikli¢no strukturo za resitev, imamo
tudi pripadajoco resitev enacbe.

Pri enacbi 1'% = & pa ne gre. Najkrajsi cikel, ki pri potenciranju na potenco 16 razpade
na cikle dolzine 2, je cikel dolzine 32. Jasno je, da tako dolgega cikla v permutaciji na
8 elementih ni. Enac¢ba 1'% = a torej nima resitev.

REeSITEV NALOGE 133. ais

a. ZapiS$imo najprej a in p kot produkta diskunktnih ciklov (y je Ze v taki obliki);
a=(145)(2367)(8910) in f=(12673)(45108).

Vse tri so permutacije na 10 elementih. Cikli¢ne strukture za «,  in ¥ so po
vrsti [4,3,3],[5,4,1]in [8,1,1]. Parnosti lahko dolo¢imo iz dolzin ciklov v posa-
mezni cikli¢ni strukturi; za @ je (4—1)+(3-1)+(3-1) =7, t,j. a je liha. Podobno
sta tudi § in y lihi.

b. Enacbo najprej preoblikujemo v

in poracunamo
Bl ra Tl wy B =(148)(2109)(3)(5)(6)(7).

Cikli¢na struktura za 7c* je torej [3,3,1,1,1,1]. Pri potenciranju na potenco 4
bomo 4 cikle dolzine 1 dobili iz enega cikla dolzine 4, dveh ciklov dolzZine 2,
enega cikla dolZine 2 in dveh ciklov dolzine 1 ali iz 4 ciklov dolZine 1. Oba
cikla dolZine 3 pa lahko dobimo iz enega cikla dolZine 6 ali dveh ciklov dolzine
3. Vseh kombinacij za dopustne cikli¢ne strukture 7 je 2-4 =8, te so

[6;4] ) [61212] ’ [6;2; 1;1] ’ [61 11 1; 1;1] )
(4,3,3], [3,3,2,2], [3,3,2,1,1] in [3,3,1,1,1,1].
c. Red permutacije z dano cikli¢no strukturo je enak najmanjSemu skupnemu vec-

kratniku dolZin ciklov v tej cikli¢ni strukturi. Za zgornjih 6 dopustnih cikli¢nih
struktur za 7 po vrsti dobimo

12,6, 6,6, 12, 6, 6 in 3.

svee

s cikli¢no strukturo [4,3,3] bo lazje poiskati. Ker je 4 =1 mod 3, lahko kar
zapisemo
n=(3567)(148)(21009).

RESITEV NALOGE 134. et
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a. Zapisimo najprej a kot produkt disjunktnih ciklov;
a=(12)(34)(567)(8).
Sedaj pora¢unamo
a+*f=(1234)(56738).
Cikli¢na struktura a * g je torej [4,4], red te permutacije je enak 4 = lcm(4, 4).
b. Enacbo najprej preoblikujemo v
n®=ax B.

Permutacija 7c® ima torej cikli¢no strukturo [4,4]. Dva cikla dolZine 4 lahko pri
potenciranju na potenco 6 dobimo le iz enega cikla dolZine 8. Edina dopustna
cikli¢na struktura za 7 je torej [8].

c. Poiskati moramo dve razli¢ni resitvi enacbe 7® = (1 2 3 4)(5 6 7 8) za edino
dopustno cikli¢no strukturo [8]. Postavimo najprej elemente cikla (1 2 3 4) na
ustrezna mesta edinega 8-cikla. Delo si mogoce nekoliko olajsamo, ¢e opazimo
6 = -2 mod 8. Vsak naslednji element cikla (1 2 3 4) bomo torej v 8-cikel
postavili za dve mesti ‘nazaj’. Dobimo

n=(1_4_3_2_).

Na preostala 4 prosta mesta sedaj ustrezno razporedimo elemente cikla (56 7 8)
in sicer po enakem kopitu. Imamo 4 moznosti, dve od teh sta

1 =(15483726) in 1, =(16453827).
REeSiTEV NALOGE 135. ¢

a. Permutacija 8 je Ze dana kot produkt disjunktnih ciklov, za a pa poracunamo
a=(1)(24)(3)(5)(6 7 8).

Za dolotitev cikli¢nih struktur permutacij a? in f? samih permutacij ne bomo
potrebovali. Permutaciji a * f in a * f * « pa moramo kljub temu izracunati;

axp=(1234)(5678), a+Bra=(14)(23)(5768).

Cikli¢ne strukture in red posameznih permutacij strnemo v spodnjo tabelo.

‘ perm. ‘ a ‘ B ‘ a? ‘ B? ‘a*ﬁ‘a*/}*a‘
cik. str. | [3,2,1,1,1]| [2,2,2,1,1] | [3,1,1,1,1,1] | [L,1,...,1] | [4,4] | [4,2,2]
red 6 2 3 1 4 4

b. Permutacija e = ax p ima cikli¢no strukturo [4,4], edina dopustna cikli¢na

struktura za 7 je torej [8]. (Le cikel dolzine 8 bo po potenciranju na potenco
2 razpadel na 2 cikla dolzine 4.) S to cikli¢no strukturo pa dobimo vec resitev.
Elemente enega cikla dolZine 4 iz 72 lahko v 7 razporedimo tako

n=(1_2 3 4 ).

Prvi element drugega cikla dolZine 4 lahko sedaj postavimo na katerokoli od 4
prostih mest (polozaj ostalih elementov je potem povsem doloc¢en). Imamo torej
4 reditve enacbe 1?2 = a * .

Pri drugi enac¢bi ima 72 = & *  * a cikli¢no strukturo [4,2,2]. Pri potencira-
nju permutacije na potenco 2 pa nikakor ne moremo dobiti enega samega cikla
dolZine 4 — pri potenciranju na potenco k bomo dobili en sam cikel dolZine d le
v primeru, da je lem(k,d) = 1. Stevili 2 in 4 pa jasno nista tuji. Ta enacba torej
nima resitev.
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RESITEV NALOGE 136. ¢

a. Kot produkt disjunktnik ciklov je
a=(16)(24)(35)(78).

Cikli¢na struktura «a je torej [2,2,2,2], a je soda.

b. Pri potenciranju na potenco 3 bomo 2-cikle dobili iz ciklov dolzin 2 ali 6. Do-
pustni cikli¢ni strukturi za 7, ki je permutacija na 8 elementih, bosta torej [6, 2]
in [2,2,2,2].

c. Kerje 3=1 mod 2, je ; = a kar ena od resitev za cikli¢no strukturo [2,2,2,2].
(To je tudi edina resitev za to cikli¢no strukturo.) Pri cikli¢ni strukturi [6,2] bo
2-cikel 7 kar eden od 2-ciklov permutacije «, recimo (1 6). Za 6-cikel imamo
ve¢ moznosti. Za¢nimo z

(2__4 ).
Tu smo elemente 2-cikla (2 4) iz a v 6-cikel razporedili tako, da bo potenca 3
tega 6-cikla dala (med drugim) cikel (2 4). Na 4 prosta mesta sedaj ustrezno
razporedimo elemente ciklov (3 5) in (7 8). Ena od 8 mozZnosti je

7, =(16)(237458).
REeSiTEV NALOGE 137. ¢

a. Ko enacbo 7+ a * m = @ pomnozimo z « z leve oziroma z desne strani, dobimo
enacbi

arTrarT=a’ in Mrarmra =a’.

Ti enacbi se, ko upostevamo a?=id, poenostavita v
(a*m)?=id in (mxa)? =id,

kar ravno pomeni, da je red permutacij a * 7t in 7 * @ najvec 2.

b. Ker je red vsake od teh treh permutacij najvec 2, imajo te permutacije v zapisu z
disjunktnimi cikli le 2-cikle in 1-cikle. Vse dopustne cikli¢ne strukture so torej:
[2,2,2,2],[2,2,2,1,1],[2,2,1,1,1,1], [2,1,1,1,1,1,1]in [1,1,1,1,1,1,1,1].

c. Dana permutacija a ima red 2. Tako je jasno, da sta r; = id in 7, = a reditvi te
enacbe. To sta resitvi z redom 1 in 2.

Da poiscemo resitev visjega reda, moramo imeti v 7 cikel dolzine 3 ali vec.
Spomnimo se, da je
(a+m)? =id.
Izberimo permutacijo reda 2, ki ni «, (1 2) bo Ze v redu, in reSimo enacbo

a1t =(12).
Upostevamo a !
nm=ax(12) karpomeni 73=(1827)(36)(45).

To je sedaj resitev enacbe m+a * 1w = a, ki je reda 4.

= a (saj je a reda 2) in dobimo

REeSiTEV NALOGE 138. ¢

0

a. Ce enac¢bo 7!% = ¥ pomnozimo s t! (s katerekoli strani) dobimo 7° = id ozi-

roma
e = (1)(2)(3)(4)(5)(6)(7)(8)(9)(10).

To pomeni, da morajo vsi cikli permutacije @ pri potenciranju na potenco 9

razpasti na same cikle dolZine 1. Permutacija 7 ima lahko torej v zapisu z dis-

junktnimi cikli le cikle dolzin 9, 3 ali 1.
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b. Ker je  permutacija na 10 elementih, se morajo dolZine ciklov, ki nastopajo v
7, sesSteti v 10. Ker lahko izbiramo le med stevili 9, 3 ali 1, bo v tej vsoti vsaj ena
enica. In ta 1-cikel predstavlja eno fiksno tocko.

c. Najmanjse Stevilo fiksnih tock pomeni najmanjse stevilo enic v dopustni cikli¢ni
strukturi za 7. Taki sta cikli¢ni strukturi [9,1] in [3,3,3,1]. Kako v pripadajoce
cikle razporedimo elemente od 1 do 10, pa je popolnoma vseeno. (Vsi cikli bodo
namrec razpadli na same cikle dilZine 1.) En primer je kar

n=(123456789)(10).

RESITEV NALOGE 139. et

a. Zapisimo te permutacije kar kot produkte disjunktnih ciklov:
ma=(124)(134)=(12)(34),
75 =(125)(135)(145)=(12453),
g =(126)(136)(146)(156)=(124)(356).

b. Za m,(1) in 1t,,(n) moramo le slediti ustreznim elementom v zapisu za 7, od leve
proti desni. Dobimo

7,(1)=2 in 1, (n)=3.
Za ;1 (1) in 7, (n) si pomagajmo s tem zapisom
wl=mn n-1 1)(n n-2 1)---(n 3 1)n 2 1).
Na enak nacin kot prej dobimo
0, t(1)=n-2in w,'(n)=n-1.

c. S parnostjo ne bo tezav. Permutacija 7, je dana kot produkt 3-ciklov. Vsak cikel
dolzine 3 je soda permutacija, zato je tudi vsaka 7, soda, saj je produkt sodih
permutacij spet soda permutacija.

S cikli¢no strukturo bo nekaj ve¢ dela. Glede na a. del naloge zgleda, da
moramo lociti primere s sodimi oziroma lihimi indeksi. Res, zapis za 7y, z
disjunktnimi cikli je

=1 2 4 ... 2k-2)3 5 ... 2k-3 2k-1 2k).
To sta dva cikla dolzine k in cikli¢na struktura my; je [k, k]|. Zapis za 1, z
disjunktnimi cikli pa je

g =( 2 4 ... 2k 2k+1 2k-1 2k-3 ... 3),
kar je en cikel dolzine 2k + 1. Cikli¢na struktura 7y, je torej [2k + 1].

REesiTEV NALOGE 140. ¢

a. Sicer bi lahko to dejstvo preverili za konkretni permutaciji « in g, ampak velja
v splo§nem. Oznadimo y = a * f+a~!. Tedaj iz (i) = j sledi

yla (@) = (@ y)i) = (@ xaxpra (i) =a " (B(i) = a” (j).
To pomeni, da v zapisu z disjunktnimi cikli permutacije g element i zamenjamo

z elementom a~!(i) in dobimo zapis z disjunktnimi cikli za permutacijo y =
-1
a*xfra .
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Uporabimo te ugotovitve in zapi§imo a * g * a~! kot produkt disjunktnih
ciklov tako, da vsak element cikla v § zamenjamo z elementom, ki ga preberemo
iz tabelice za a~! (oziroma kar za «a):

axBrat=(731982)(4605).

b. To gre z direktnim ra¢unom

(a*/}x—a‘l)z:ax—ﬁ*afl*a*ﬁ*a—l:ax—/}*id*ﬁ*a_l :ax—[j’zx-a_l,

c. Argument iz a. dela naloge pove (s permutacijo ¥ na mestu permutacije ), da
sta cikliéni strukturi a * g5 +a~! in ¥ enaki. Ker je red permutacije f enak 6,
bodo imele potence permutacije  najve¢ 6 razli¢nih cikli¢nih struktur. Sedaj
jih ni teZko poiskati, po vrsti za potence k =1,2,3,4,5, 6 so:

[6,3],[3,3,3],[2,2,2,1,1,1],[3,3,3],[6,3],[1,1,1,1,1,1,1,1,1].
Imamo torej 4 razli¢ne cikli¢ne strukture za permutacije a * g +a~!, k € N.

RESITEV NALOGE 141. T

a. Poracunamo
a=(12)(34)(5678)9).

Cikli¢na struktura «a je torej [5,2, 2], red je enak 10 =1lcm(5, 2, 2), a je soda.

b. Cikli¢na struktura 7?2 = a je [5,2,2]. En sam cikel dolZine 5 bomo pri poten-
ciranju na potenco 22 lahko dobili le iz cikla dolzine 5 (saj sta 22 in 5 tuji).
Dva cikla dolzine 2 pa bomo dobili le iz enega cikla dolzine 4. Edina dopustna
cikli¢na struktura za 7 je torej [5,4].

c. Poiskati moramo dve resitvi z edino mozno cikli¢no strukturo [5, 4]. Ker je 22 =
2 mod 5, bo ustrezen 5-cikel za vsako resitev kar (5 8 6 9 7). Za 4-cikel pa lahko
vzamemo (1 3 2 4) ali (1 4 2 3), kar sta tudi edini dve moznosti. Dve resitvi s
cikli¢no strukturo [5, 4] sta torej

= (1324)(58697) in 1, =(1423)(58697).
RESITEV NALOGE 142. et

Cikli¢na struktura 7t# = (1 2 3)(4 5 6) = (1 2 3)(4 5 6)(7)(8)(9)(10) je [3,3,1,1,1,1]. Pri
potenciranju na potenco 4 lahko dva 3-cikla dobimo iz enega 6-cikla ali dveh 3-ciklov,
vse stiri 1-cikle pa iz enega 4-cikla, dveh 2-ciklov, enega 2-cikla in dveh 1-ciklov ali
Stirih 1-ciklov. Imamo torej 2 - 4 = 8 dopustnih cikli¢nih struktur za 7, te so
[6,4], [6,2,2], [6,2,1,1], [6,1,1,1,1],
(4,3,3], [3,3,2,2], [3,3,2,1,1] in [3,3,1,1,1,1].
Najlazje bo poiskati reSitve, ki ne vsebujejo 6-cikla. (Ker je 4 =1 mod 3, bosta oba

3-cikla namre¢ kar enaka tistim iz 7c*.) Naéin, kako razporedimo elemente 1-ciklov iz

n* v ostale cikle permutacije 7, pa je nepomemben. Tri razli¢ne resitve so, recimo,

711=(123)(456)(78910), 11, =(123)(456)(78)(910) in 73=(123)(456).
REeSITEV NALOGE 143. ais

a. Poracunamo
a=(193)(245)(687).

Vsak cikel dolzine 3 lahko zapiSemo kot produkt dveh transpozicij, « je torej
soda.
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b. Cikli¢na struktura «a je [3,3,3]. Pri potenciranju permutacije 7 (na katerokoli
potenco) bomo cikle dolZine 3 dobili kve¢jemu iz ciklov dolZin 3, 6 ali 9. (Dalj-
S$ih ciklov pri permutaciji na 9 elementih ne moremo imeti.) Ker je potenca
2021 tuja proti 3, 6 in 9, lahko ima 72921 cikli¢no strukturo [3,3,3] le, ¢e ima ze
7t cikli¢no strukturo [3,3,3]. Da si poenostavimo iskanje resitve, poracunamo
2021 =2 =-1 mod 3 in lahko zapiSemo

m=(139)(254)(678).

To je tudi edina resitev enacbe 72%%! = q.

c. Se vedno velja ugotovitev iz prejinje tocke; v 7 lahko kve¢jemu nastopajo cikli
dolzin 3, 6 ali 9. Tokrat je gcd(2022,3) = 3, gcd(2022,6) = 6 in gcd(2022,9) = 3,
kar pomeni, da cikli dolzin 3 in 6 pri potenciranju na potenco 2022 razpadejo
na same cikle dolzine 1. Cikel dolZine 9 pa razpade na 3 cikle dolzZine 3. Edina
dopusta cikli¢na struktura za 7, ki resi ena¢bo 20?2 = a, je torej [9]. Ker je
2022 =6 = -3 mod 9, bomo elemente prvega 3-cikla a v 9-cikel za 7 razpore-
dili tako

n=(1__3__9_ ).

Preden izpolnimo prosta mesta, prestejmo koliko resitev ima enacba 7 =a.
Elemente prvega 3-cikla a smo Ze razporedili v 9-cikel za 7, saj tu preprosto
nimamo izbire. (Ce bi jih drugace, a vseeno ustrezno, postavili na 9 prostih
mest, bi lahko s cikli¢cnim premikom prisli do zgornje oblike.) Sedaj imamo 6
izbir za postavitev prvega elementa drugega 3-cikla, nato pa Se 3 izbire za prvi
element tretjega 3-cikla. Skupaj nam to da 6 -3 = 18 razli¢nih resitev. Ena od
teh resitev je

2022

7, =(126357948).

2021 2022

= a eno resitev, enacba 7
2025

d. Vemo ze, da ima enacba = = a pa 18 resitev.
Poglejmo, koliko resitev ima enacba 7 = a. V t imamo lahko le cikle dolzin
3, 6 ali 9 in velja gcd(2025,3) = 3, gcd(2025,6) = 3 ter gcd(2025,9) = 9. Pri
potenciranju na potenco 2025 bosta torej cikla dolzin 3 ali 9 razpadla na same
cikle dolZine 1, cikel dolZine 6 pa bo razpadel na cikle dolZine g = 2. To pomeni,
da nikakor ne moremo dobiti 3-ciklov iz a, in enacba 72023
Najve¢ reditev, t.j. 18, ima torej enacba 72?2 = a.

= a nima resitev.

RESITEV NALOGE 144. ¢

a. Poracunamo a = (1 2 7)(3 8 6 4)(5).

b. Permutacija a ima cikli¢no strukturo [4,3,1], red je enak 12 =1lcm(4,3,1), a je
liha. Permutacija f = (1 3 5 6)(2 8 7)(4) ima enako cikli¢no strukturo kot «, torej
tudi enak red in parnost.

c. Enac¢bo najprej pomnozimo z a~! z leve strani in dobimo

alxan®®? =a'«p  kar pomeni w2 =a"lxp.

Pora¢unamo
al+p=(1234)(5678).

Permutacija 712°2 ima torej cikli¢no strukturo [4,4]. Pri potenciranju na potenco
202 =2-101 bomo lahko ta dva 4-cikla dobili le iz enega cikla dolzine 8. Edina
dopustna cikli¢na struktura za 7 je torej [8]. Pomagajmo si z dejstvom 202 = 2
mod 8. Vsaka resitev 72?2 = a~! « § bo oblike

n=(1_2_3 4 ).
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Na ta 4 prosta mesta lahko poljubno postavimo zacetek cikla (5 6 7 8). Dve od
Stirih moZnosti sta

7,=(15263748) in m,=(16273845).

9. Grafi

RESITEV NALOGE 145. et

a. V vseh stirih grafih so vsa vozlisca sode stopnje, torej so vsi Stirje grafi Eulerjevi.

b. Grafi Gy, G3 in G4 vsi vsebujejo cikle dolZzine 3 in brez tezav lahko v vsakem
najdemo en primer takega cikla. Graf G, lahko pobarvamo z dvema barvama
(x(Gy) = 2), torej je dvodelen. To pomeni, da ne vsebuje lihih ciklov, zato tudi
ne vsebuje ciklov dolzine 3.

Y@Ly

c. V grafih G; in G4 brez tezav najdemo podgraf, izomorfen K4. Graf G, takega
podgrafa ne vsebuje, ker bi v tem primeru za njegovo kromatic¢no stevilo veljalo
X(Gy) > 4, videli pa smo Ze, da je x(G;,) = 2. Tudi graf G3 ne vsebuje podgrafa,
izomorfnega Kjy. Ce bi ga vseboval, potem bi v G5 imeli 3-cikel (torej K3) z
lastnostjo, da obstaja cetrto vozlisce, povezano z vsemi tremi vozlis¢i 3-cikla.
Zaradi simetrije si moramo ogledati le dve vrsti trikotnikov. Eni vsebujejo dve
vozli§¢i iz zunanjega 4-cikla in eno in notranjega, drugi pa dve iz notranjega
in eno iz zunanjega. V nobenem od teh dveh primerov niso vsa tri vozlis¢a
povezana s Cetrtim.

YOy

d. Graf G, ni izomorfen nobenemu od ostalih, ker je dvodelen, ostali trije pa niso.
Prav tako Gj ni izomorfen G; ali G4, ker nima podgrafa, izomorfnega K,. Poka-
zimo $e, da sta G; in G, izomorfna. Ce vozli¢a obeh grafov ostevil¢imo kot na
spodnji sliki, vidimo, da je V(Gy) = V(G4) in E(G;) = E(Gy), zato sta izomorfna.
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RESITEV NALOGE 146. ¢

a. Vsi grafi imajo 7 vozlis¢ in 10 povezav.
b. Vsi Stirje grafi so Hamiltonovi, zato ima v vseh Stirih najdaljsi cikel dolZino 7.

A A

c. V grafih G,, G5 in G4 je najkrajsi cikel 3-cikel. V grafu G; je najkrajsi cikel
4-cikel. Da graf G; ne vsebuje 3-ciklov lahko dokazemo tako, da za vseh (3)
35 podmn021c V(G) s tremi vozlis¢i pokazemo, da inducirani podgraf na teh
vozlisc¢ih ni 3-cikel.

KD S 9

d. Graf G; ni izomorfen ostalim trem, ker ne vsebuje 3-ciklov. Ce vozliséa grafov
G, in G4 ostevil¢imo kot na spodnji sliki, vidimo, daje V(G,) = V(G,4) in E(G;) =
E(Gy), zato sta izomorfna.

Graf G3 ni izomorfen G, in Gy, ker obstaja vozlisce, ki je od vozlis¢a stopnje 2
oddaljeno za 3, medtem ko v grafih G, in G4 takega vozliSca ni. Razdalje od
vozli$¢a stopnje 2 so oznacene na spodnji sliki.

RESITEV NALOGE 147. ais

a. Grafa G; in G; imata zaporedje stopenj vozlis¢ 3,3,3,3,3,3,3,3 (sta kubicna
grafa), grafa G, in Gy pa 4,4,4,4,4,4,4,4 (sta 4-regularna).

b. Graf Gy ni dvodelen, ker vsebuje 5-cikel, za barvanje cikla lihe dolzine pa po-
trebujemo tri barve. Grafi G,, G3 in G4 so dvodelni (barvanja z dvema barvama
so na spodnji sliki).
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c. Grafa G; in Gj nista izomorfna grafoma G, in G4, ker imata razli¢no zaporedje
stopenj vozlis¢. Graf G; tudi ni izomorfen Gj3, ker ni dvodelen. Grafa G, in G4
pa sta izomorfna. [zomorfizem je na spodnji sliki.

RESITEV NALOGE 148. et

a. Graf Gj vsebuje cikel lihe dolzine (5-cikel), zato za barvanje potrebujemo vsaj
tri barve. S tremi barvami ga ni tezko pobarvati, torej je x(G3) = 3. Grafa G; in
G, sta dvodelna, tj. za barvanje zadosc¢ata dve barvi.

A0

b. Vsi grafi so Hamiltonovi, ker imajo Hamiltonov cikel.

Q820

c. Graf G; ni izomorfen grafoma G; in G,, ker ima drugac¢no kromatic¢no $tevilo.
Grafa G, in G, sta izomorfna. Ce vozli$¢a ostevil¢imo kot na sliki, je V(G;) =
V(G,) in E(Gy) = E(G,). Vozlis¢a smo ostevilcili vzdolz Hamiltonovega cikla in
preverili, da se preostalih 5 povezav v obeh grafih ujema.
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RESITEV NALOGE 149. ais

a. Vsi trije grafi vsebujejo 3-cikle, zato potrebujemo vsaj tri barve. Hitro lahko
najdemo primer barvanj, ko so tri barve tudi dovolj.

WD %

b. Vsi trije grafi so Hamiltonovi, ker imajo Hamiltonov cikel.

D5

c. Graf G; ni izomorfen grafoma G, in G3, ker ima vozlisce stopnje 5. Grafa G,
in G; sta izomorfna. Ce vozli¢a ostevil¢imo kot na sliki, je V(G;) = V(G,) in
E(G;) = E(Gy).

RESITEV NALOGE 150. et

a. Vsi trije grafi imajo kromati¢no Stevilo 2.
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b. Vsi trije grafi so Hamiltonovi. Hamiltonovi cikli so podani s Stevil¢enjem pri
naslednji tocki.

c. Vsi grafi so izomorfni. Izomorfizem je podan s Stevil¢enjem na spodnji sliki.
Stevil¢enje poteka vzdolz Hamiltonovega cikla, poleg tega pa imajo grafi po
stiri dodatne povezave, in sicer {1,4}, {2,7}, {3,6} in {5, 8}.

RESITEV NALOGE 151. et

a. V vseh treh grafih imajo vsa vozliS¢a stopnjo 3 (grafi so kubicni oziroma 3-
regularni). Torejje A =0 = 3.

b. Z nekaj truda se lahko prepri¢camo, da noben od grafov ne vsebuje 3-ciklov in
4-ciklov, v vsakem pa brez tezav opazimo kak 5-cikel.

% & o

c. Vsi trije grafi imajo 10 vozlis¢, 15 povezav, isto zaporedje stopenj vozlis¢, itd.
d. Izomorfizme podamo z ostevilcenji vozlis¢, za katere velja, da je
V(Gy) = V(Gy) = V(Gs)
in
E(Gy) = E(G) = E(G3).
V vseh treh grafih smo ostevilcili eno Hamiltonovo pot, in sicer tako, da so bile
preostale povezave

{0,4},{0,8},{1,6},{2,9},{3,7},{5,9}.

RESITEV NALOGE 152. et

a. Vsi grafi imajo 8 vozlis¢ in 12 povezav. Vsi trije so 3-regularni. So povezani.
Niso Eulerjevi.

b. Graf G3 je dvodelen, ker ima barvanje z dvema barvama. Grafa G; in G, nista
dvodelna, ker imata lihe cikle (5-cikle).
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s

c. Graf G3 ni izomorfen grafoma G; in G,, ker je dvodelen. Grafa G; in G, sta

RESITEV NALOGE 153.

izomorfna. Ce vozlid¢a ostevil¢imo vzdolz Hamiltonovih ciklov kot na sliki, je
V(Gy) = V(G,) in E(Gy) = E(G;). Povezave, ki v ne lezijo na Hamiltonovem
ciklu, so {1,4}, {2,6}, {3,7}, {5, 8}.

a. Vsi grafi imajo zaporedje stopenj vozliS¢ enako

4,3,3,3,3,2,2,2,2.

b. Grafa G; in G, sta dvodelna, x(G;) = x(G,) = 2. Grafa G3 ne moremo pobarvati

z dvema barvama, ker vsebuje lihe cikle (5-cikel), lahko pa ga pobarvamo s
tremi, zato je x(G3) = 3.

(G3)=3

Gy G, G

. Graf G; ni Hamiltonov. Ce odstranimo 4 vozlié¢a stopnje 3, razpade na 5 ko-

sov. Za graf G, bomo v naslednji tocki pokazali, da je izomorfen G;, od koder
bo sledilo, da prav tako ni Hamiltonov. V grafu G; brez vedjih tezav najdemo
Hamiltonov cikel.

Gs

. Grafa G; in G, sta izomorfna. Ce ostevil¢imo vozlis¢a kot na spodnji sliki, je

V(Gy) = V(G,) in E(G;) = E(G,). Stevil¢ili smo vzdolz Hamiltonove poti, preo-
stale povezave v obeh grafih pa so {1,4}, {1,6}, {1,8}, {2,9}.
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RESITEV NALOGE 154. et

a. Oba grafa vsebujeta vozlisca lihe stopnje, zato noben od njiju ni Eulerjev.
b. V obeh grafih brez tezav opazimo Hamiltonov cikel.

3k

c. Grafa sta izomorfna. Ce ostevil¢imo vozlis¢a kot na spodnji sliki, je V(G;) =
V(G,) in E(Gy) = E(G,). Stevil¢ili smo vzdolz Hamiltonovih ciklov, preostale
povezave v obeh grafih pa so {1,10}, {2,7}, {3,12}, {4,9}, {5,14}, {6,11}, {8,13}.

RESITEV NALOGE 155. ais

a. Graf G, je Eulerjev, ker so vsa vozliS¢a sode stopnje. Pri n > 2 se na stranicah
pojavijo vozlisca lihe stopnje, zato grafi G, za n > 2 niso Eulerjevi.

b. Grafe G, zlahka pobarvamo z dvema barvama, zato je x(G,) = 2 za vse n > 2.
Zan=2,3,4,5je barvanje prikazano na spodnji sliki.

]

G, Gs Gy Gs

c. Ker je |V(G,,)| = m?, se grafa G,, in G, pri m # n razlikujeta v §tevilu vozlis¢ in
zato ne moreta biti izomorfna.
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d. Graf G, je o¢itno Hamiltonov. Ce iz grafa G; odstranimo vse $tiri tocke stopnje

3, bo graf razpadel na 5 kosov, zato po izreku o razpadu ni Hamiltonov. Pri
grafu G, z nekaj truda spet lahko najdemo Hamiltonov cikel. Prikazan je na
spodnji sliki.

Gy

Opazimo, da podoben obhod obstaja za vse sode n. Grafi G, so pri sodih n
torej Hamiltonovi. Pri n = 5 opazimo, da lahko odstranimo 12 vozlis¢ ene barve
tako, da ostane 13 nepovezanih vozlis¢ druge barve. Po izreku o razpadu graf Gs
torej ni Hamiltonov. Podoben trik deluje za vse lihe n. Pri pravilnem barvanju
z dvema barvama pri n = 2k + 1 namre¢ dobimo delitev

n? = (2k +1)% = 4k* + 4k + 1 = (2k> + 2k) + (2k*> + 2k + 1)

na 2k?+2k toc¢k ene barve in 2k?+2k+1 to¢k druge barve. Ce odstranimo 2k?+2k
tock ene barve, ostane 2k? + 2k +1 nepovezanih tock druge barve, zato po izreku
o razpadu grafi G, pri lihih # niso Hamiltonovi.

RESITEV NALOGE 156. ¢

a. Ker so vsa vozlisc¢a sodih stopenj, je graf G Eulerjev.
b. Graf je Hamiltonov. Eden od moznih Hamiltonovih ciklov je prikazan na spo-

dnji sliki.

c. Ker graf G vsebuije lihe cikle, je x(G) > 2. Ce podgrafe W, pobarvamo s tremi

barvami tako, da se pri rotaciji za ZT” barve ujemajo, potem preostala tri vozlis¢a

brez tezav pobarvamo z barvo, ki smo jo uporabili za sredis¢e W,. Na ta nacin
dobimo barvanje grafa G s tremi barvami, torej je x(G) = 3.

RESITEV NALOGE 157. ais

a. Graf ni Eulerjev, ker vsebuje vozlisca lihih stopen;.
b. Graf je Hamiltonov. Eden od moznih Hamiltonovih ciklov je prikazan na spo-

dnji sliki.
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c. Ker graf vsebuje lihe cikle, je x(G) > 2. Ce podgrafe W, pobarvamo s tremi bar-
vami tako, da se pri rotaciji za 5 barve ujemajo, potem lahko vecino preostalih
vozlis¢ brez tezav pobarvamo z barvo, ki smo jo uporabili za sredis¢e W,. Edina
izjema je vozlisce na sredini, ki pa ga lahko pobarvamo s katerokoli od drugih
dveh barv. Tako dobimo barvanje s tremi barvami, ki je prikazano na spodnji

sliki. Sklepamo, da je x(G

RESITEV NALOGE 158. ais

a. Ker graf G vsebuje vozlis¢a lihih stopenj, ni Eulerjev.

b. Ce odstranimo pet vozlis¢ stopnje 5 (vsa razen sredinskega), razpade G na 6
kosov, zato po izreku o razpadu ni Hamiltonov.

c. Ker graf vsebuje liho kolo Wjs, je x(G) > 4. Barvanja s étirimi barvami ni tezko
najti. En primer je na spodnji sliki. Sklepamo, da je x(G

%

RESITEV NALOGE 159. @

a. Graf G ni Eulerjev, ker vsebuje vozlisca lihe stopnje.
b. Graf G je Hamiltonov. Eden od mozZznih Hamiltonovih ciklov je oznacden na

spodnji sliki.

c. Ker graf G vsebuje lihe cikle, je x(G) > 3. S tremi barvami ga pobarvamo brez
vecjih tezav. Eno mozno barvanje je prlkazano na spodnji sliki.
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Ce grafu odvzamemo vozlii¢e, ki je obarvano zeleno, lahko preostanek pobar-
vamo z dvema barvama, zato bo na ta nacin dobljeni graf dvodelen.

REeSITEV NALOGE 160. ais

a. Graf G ni Eulerjev, ker vsebuje vozlisca lihe stopnje.
b. Graf G je Hamiltonov. Eden od moznih Hamiltonovih ciklov je oznacen na

spodnji sliki.

€S>

c. Ker graf G vsebuje liho kolo Ws, je x(G) > 4. S Stirimi barvami ga pobarvamo

brez vedjih tezav. Eno mozZno barvanje je prikazano na spodnji sliki.

<o

d. Ce odstranimo eno samo vozlisce, bo ostalo v grafu vsaj eno od obeh sredinskih

vozlis¢. Vsako od teh pa pripada petim razlicnim trikotnikom. Ne glede na
to, katero vozliS¢e smo odstranili, bo nekaj od teh trikotnikov ostalo. Ker bo
preostanek vseboval lihe cikle, njegovo kromati¢no Stevilo ne bo 2 in zato ne bo
dvodelen.

. Ce grafu odvzamemo vozlis¢i, ki sta pobarvani z rumeno in zeleno, je preosta-

nek pobarvan z dvema barvama, zato bo na ta nacin dobljeni graf dvodelen.

RESITEV NALOGE 161. ais

a. Denimo, da je |V(G)| = n in da ima neko vozlisce grafa G stopnjo d. Potem ima

to isto vozlis¢e v komplementarnem grafu G stopnjo n—1—d. V nasem primeru
imata vozlis¢i stopnje 1 v komplementu stopnjo 3, vozlis¢a stopnje 2 pa stopnjo
2. Zaporedje stopenj tock komplementarnega grafa je torej 2,2, 2,3, 3.

Ker je povezav toliko kot vozlis¢, bodo vsi grafi vsebovali cikle. Pois¢imo jih
torej glede na dolzino D maksimalnega cikla. Ce je D = 5, imamo eno samo
moznost (Gy), pri D = 4 dobimo dva neizomorfna grafa (G, in G3), pri D = 3 pa
tri (G4, G5 in G6)
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C.

DHBEDE

Ogledamo si Se vse komplementarne grafe.

A%

Vidimo, da je G| = Gy, saj sta oba izomorfna ciklu na 5 vozlis¢ih. Graf G, ni
izomorfen G,, ker je G, dvodelen, G, pa vsebuje 3-cikel. Graf G3 ni izomorfen
G, ker ima Gj vozlis¢e stopnje 0, G5 pa ne. Graf G, vsebuje 3-cikel, graf G, pa
je dvodelen, zato nista izomorfna. Graf Gs je izomorfen svojemu komplemen-
tarnemu grafu. Graf Gg je povezan, G4 pa ne, torej prav tako nista izomorfna.
Edina grafa na 5 vozli§¢ih s 5 povezavami, ki sta izomorfna svojemu komple-
mentarnemu grafu, sta torej G; (5-cikel) in G5 (3-cikel z dvema disjunktnima
povezavama iz sosednjih vozlis¢ 3-cikla). Ustreznih izomorfizmov ni tezko po-
iskati.

RESITEV NALOGE 162. ais

a.

b.

Ker je G Eulerjev, mora biti povezan, vsa vozlis¢a pa morajo imeti sodo stopnjo.
Najmanjsa mozna stopnja vozlisca je torej 2.
Vsota stopenj vozlis¢ je enaka dvakratniku Stevila povezav, torej bo veljalo
degv; +...+degvg = 24.
Ker je degv; > 2, je
degvy +...+degvg > 18,

in ker morajo biti vse stopnje soda stevila, ni ve¢ veliko moznosti. Hitro se lahko
prepricamo, da so edina mozna zaporedja

4,4,4,2,2,2,2,2,2, 6,4,2,2,2,2,2,2,2 in 8§,2,2,2,2,2,2,2,2.

. Grafe najlazje konstruiramo tako, da uporabimo postopek za konstrukcijo grafa

iz zaporedja stopenj vozlis¢. Oglejmo si primer, ko ima graf zaporedje
4,4,4,2,2,2,2,2,2.

V tem primeru bomo konstruirali dva neizomorfna grafa. Oznacimo V(Gy) =
{a,b,c,d,e, f,g,h,i}, k =1,2. Zaporedje postopoma reduciramo in hkrati doda-
jamo povezave v E(Gy).

c i
4 4 4
- 33
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2
2
1
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— = NN 0q
_—N NN =

2
2
2
S 1

Najprej vozlis¢e a povezemo z b, ¢, d in e (dobimo povezave ab, ac, ad in ae).
S tem smo dosegli, da je dega = 4. Nato vozlis¢e b, ki Ze ima eno povezavo,
povezemo Se s tremi, in sicer s ¢, f in g (vozliS¢i d in e smo preskocili, ker
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sta imeli niZjo stopnjo kot f in g). S tem smo dodali se povezave bc, bf in
be. Nazadnje Se vozlis¢e ¢ poveZemo z h in i in torej dodamo povezavi ch in
ci. Dobili smo graf z 9 povezavami in zaporedjem stopenj 4,4,4,1,1,1,1,1,1.
Sest vozlid¢, ki imajo v tem trenutku stopnjo 1, razdelimo v 3 pare in dobimo
Se dodatne tri povezave. Lahko na primer dodamo Se povezave de, fg in hi
in dobimo graf G;. Ce bi namesto tega dodali povezave df, gh in ei, bi dobili
neizomorfen graf G,.

E(Gy) = {ab,ac,ad,ae,bc,bf,be,ch,ci,de, f g, hi},
E(G,) = {ab,ac,ad,ae,bc,bf,be,ch,ci,df,gh,ei}.

Iz preostalih dveh zaporedij lahko prav tako konstruiramo grafa (torej, zapo-
redji sta grafovski). Tako dobimo Se dva grafa, G3 in Gy,

E(G3) = {ab,ac,ad,ae,af,ag,bh,bi,be,de, f g, hi},
E(G4) = {ab,ac,ad,ae,af,ag,ah,ai,be,de, f g, hi},

ki sta seveda neizomorfna prvima dvema, saj imata razli¢no zaporedje stopen;j
vozlis¢, iz istega razloga pa sta neizomorfna tudi drug drugemu.

RESITEV NALOGE 163. ais

a. Z nekaj poskusanja lahko hitro najdemo iskana grafa. Graf s 6 vozlis¢i lahko

ima le eno vozlisce stopnje 5, ker ima to 5 sosed, ki morajo seveda imeti stopnjo
3. Graf z 8 vozlisci lahko ima eno, dve ali tri vozlisca stopnje 5.

A
<> X

7
G2

b. Ker so stopnje vozlis¢ (3 in 5) liha Stevila, bi imel graf z lihim Stevilom takih

vozlis¢ liho vsoto stopenj vozlis¢. Ampak vsota stopenj vozlis¢ je enaka dvakra-
tniku Stevila povezav, zato je vedno sodo stevilo. To protislovje nam pove, da
so v G lahko samo grafi s sodim Stevilom vozlis¢. Posebej ni takega, ki bi imel 7
vozlis¢.

. Ker vozlisc¢a stopnje 5 niso sosednja, lahko vsa pobarvamo z isto barvo. Za vsako

vozlis¢e stopnje 3 pa velja, da smo za barvanje sosednjih vozlis¢ porabili najvec
3 barve in je ena Se gotovo prosta, zato lahko to vozlis¢e pobarvamo z vsaj eno
od stirih barv. Ce vozli$¢a torej uredimo tako, da stopnje vozlis¢ padajo, potem
bomo za pozre$no barvanje potrebovali najvec¢ 4 barve. Pozresni algoritem bo
namrec najprej pobarval vsa vozliS¢a stopnje 5 z isto barvo, nato pa porabil Se
najvec tri dodatne barve za preostala vozlisca.
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d. Graf Gy, ki smo ga nasli zgoraj, vsebuje cikel lihe dolZine, za katerega potrebu-
jemo vsaj 3 barve. Ker so vsa vozlis¢a s cikla povezana Se s sredis¢nim vozli-
$¢em, bomo morali tega pobarvati s Cetrto barvo. Torej je x(G;) = 4.
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