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KAZALO



Poglavje 1

Martingali, Brownovo
gibanje, izrek o ustavljanju

Naj bo B standardno Brownovo gibanje. Definirajte za A € R
t t
M, = 2V Jo Bids cos(/\(Bt2 - t)) in N, =2 JoBids sin(/\(Bt2 - t)) .
1. Pokazite, da sta procesa M in N lokalna martingala.

2. Definirajte zaa >0

t
T, = inf{t > 0: 4_[ B2ds > a).
0

Utemeljite, da je T, ¢as ustavljanja in sta procesa
Mt = Mt/\Tu in Nt = Nt/\Ta
martingala.
3. Privzemite kot znano, da je P(T, < o0) = 1. Pokazite, da je
E(Miar,)=1 in  E(Nig,)=0.

Sklepajte, da je
E(Mg,)=1 in E(Ng,)=0.

4. Dokazite, da je B%ﬂ - T, ~N(0,a).
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Naj bosta B in D neodvisni Brownovi gibanji glede na filtracijo (/). Defini-
rajtezaa>0

t
T, = inf{t > 0: J (B2 + D?)ds > a).
0

Kot znano privzemite, da je P(T, < co) = 1. Definirajte za A € R

A2t A2t
Mt = eTfO (BserDsz)dS COS(/\BtDt) in Nt = eTJO (BserDsz)dS Sin(ABtDt) .

1. Pokazite, da sta M in N lokalna martingala.

2. Utemeljite, da je

E(Myar,)=1 in  E(Npg,)=0.
3. Utemeljite, da je
BTuDTa ~ N(O, (l) .

Namig: Izra¢unajte E (MTE) in E (NTa).

Naj bo B standardno Brownovo gibanje in definirajte proces X kot
X, = B} - 3tB,.
1. Pokazite, da je X lokalni martingal in izrazite (X).

2. Pokazite, da sta procesa

2 2
M, = o5 Jy(B=s7ds cos(AX;) in N;= T Jy(Bs7ds sin(AX;)
lokalna martingala.

3. Naj bo
t

T =inf{t > 0: 9J (B2 —s)%ds>1}.
0

Utemeljite, da je
E[Mr]=1 in E[Nr]=0.

Privzemite, da je P(T <o) = 1.

4. Kaksna je porazdelitev slucajne spremenljivke X1?



Naj bo B standardno Brownovo gibanje. Kot znano privzemite, da obstaja zve-
zen nepadajo¢ Brownovi filtraciji prilagojen proces L, da je Ly = 0 in je

M; =|Bi|-L;
martingal glede na Brownovo filtracijo. Za a,b > 0 definirajte
T,p =inf{t > 0: B; € {=b,a}}.
1. Skrbno utemeljite, da je E (|BTa,b|) =E(Lt,,).

2. Izracunajte E (LTM).

Naj bo B standardno Brownovo gibanje glede na filtracijo (%);5o. Za a > 0
definirajte ¢as ustavljanja

T, =inf{t > 0: |B;| = a}.

Privzemite, da je P(T, < oo) = 1. Definirajte
T
X =J B2dt.
0

t
M; :B;*—éfo B2ds

1. Pokazite, da je

martingal.

2. Izracunajte E(X). Utemeljite vse korake.

Naj bosta B in D neodvisni Brownovi gibanji glede na filtracijo (%), . Defini-
rajte
M;=B?>-t in N,=D?-t.

1. Utemeljite, da je produkt M N martingal.

2. Naj bo T = inf{t > 0: B> + D? = 1}. Utemeljite, da je P(T < o) = 1 in
uporabite simetrijo za izracun E (B%D%).

Namig: utemeljite, zakaj imata para (B, D7) in (cos(U),sin(U)), kjer je U
enakomerno porazdeljena na [0, 21t), enako porazdelitev.
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3. Utemeljite, daje E(T) < o0 in
E[M7Nr] = E(B3D?) - E(T)+E(T?).
Izracunajte var(T).

Namig: M + N je martingal.

Naj bo B standardno Brownovo gibanje. Za vsak x € R definirajte
T, =inf{t > 0: B; = x}.
1. Naj bosta a,b >0in T = T, A T_,. Naj bo a € R. Poiscite tako linearno
kombinacijo X = M + yN martingalov
D(2 az
M, =Bt in N, =e BTt

da bo
Xr- (T, <T,)=0.

2. Utemeljite, da je
E(X7) = E(Xr1(T, < T.p).

3. Izracunajte

E[e_T T, < Ty

Naj bosta B in D neodvisni standardni Brownovi gibanji glede na filtracijo
(F)s>0- Definirajte
M, = B} —6B>D? + D}

1. Pokazite, da je M martingal.

2. Najbo T =inf{t > 0: B>+ D? = 1}. Utemeljite, da je P(T < co) in uporabite
M za izra¢un E(B%D%).

Naj bo B standardno Brownovo gibanje. Naj bo T = inf{t > 0: B; € {a,-b}} za
a,b>0.

1. Utemeljite, da je M, = B} — 3tB, martingal. Izra¢unajte cov(Br, T).

2. Pokazite, da je N; = Bf — 6tB? + 3t> martingal. Izra¢unajte cov(B%, T).



Poglavje 2

Itovi integrali, stohasti¢ne
diferencialne enacbe

Naj bo B standardno Brownovo gibanje. Definirajte
£(B); = B2t
in .
Y, = Et(B)j E(B);! (B,dB — Byds) .
0
1. Pokazite, da je
dYt = (Yt + Bt)dBt
2. Pokazite, da Y ustreza enacbi

! 1, 1
Yt: OYSdBS-FEBt—Et.

Naj bo B standardno Brownovo gibanje in oznac¢imo tekoc¢i maksimum z

B; = max B,.
0<s<t

Privzemite, da je filtracija kar naravna filtracija Brownovega gibanja.

1. Pojasnite enakost

BT :maX(Bt,Bt+ max (Bt+S_Bt))'

0<s<T-t
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Sklepajte, dajezat < T
E(Br|%;) = F(By, By, t)
za neko funkcijo F(x,y,t) definirano za x < .
2. Izracunajte F(x,y,t)zat < T.

3. Poiscite prilagojen proces H, da bo
T
E U HZds
0

T
BT = E(BT) +J HSdBS.
0

< 0o

in

Namig: Definirajte M; = E(Bt|F;) = F(By, B;, t). Utemeljite, da je M zvezen
martingal na [0, T] in uporabite Itovo formula za F(B;, By, t) za t <T.

Naj bosta u(t) in o(t) dani zvezni funkciji na intervalu [0,T]. Proces S naj
ustreza stohasti¢ni diferencialni enacbi

dS; =S;(o(t)dB; + u(t)dt).

t t t
X; = S;exp (—J; u(s)ds —J; o(s)dBs + %L 02(s)ds) .

1. Definirajte
t t 1 (!
Yt:exp(—f y(s)ds—f a(s)st+—J. oz(s)ds).
0 0 2 Jo

Pokazite, da je

Definirajte

d(S,Y); = —o(t)*S,Y,dt.

2. Izrac¢unajte dX; in uporabite rezultat, da najdete S; pri zacetnem pogoju
Sp=1.

Prilagojen zvezen proces S naj ustreza enacbi

t t
St =Sy +j H(Bs,5)Ssds +—[ o(Bs,s)SsdBs,
0 0

kjer sta p in o zvezni deterministi¢ni funkciji in je Sy € (0, c0).
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1. Privzemite, daje S; > 0 za vse 0 < t < T. Pokazite, da velja

T S T 5
J oz(Bs,s)ds:—Zlog(—T)+J —dSs;.
0 SO 0 Ss

2. Izracunajte stohasti¢ni diferencial procesa

Y, =S, exp (—J: o(Bs,s)dBg + J: (@ - y(Bs,s))ds) .

Sklepajte, daje S; > 0s.g. zavse 0 <t < T.

Kot znano privzemite, da je za Z ~N(0,1) in ze R

2 2 z
E(z+Z]) =4/ —€7 /2+zErf(—),
e 2=y v

2 x _s2
Erf(x) = ﬁJ; e ds

funkcija napak. Naj bo B standardno Brownovo gibanje glede na filtracijo
(Fo)e=o0-

1. Za 0 <t < T izracunajte

kjer je

E(IBrl|7).
2. Poiscite proces H, da bo veljalo
T
Brl=E(rl)+ | HLa.
0

Utemeljite korake.

Prilagojen zvezen proces X naj ustreza stohasti¢ni diferencialni enacbi
dXt = (1 + Xt)dt + XtdBt
in zacetnemu pogoju Xy = 0.

1. zracunajte
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2. Izrazite proces X eksplicitno z B (z ustreznim integralom).

Oznacite .
Mt = e_Bf+7t .

Definirajte
B-tt [ B
Y,=e t—th e 5525 (2B,dB, + (1 — 2B,)ds) .
0
kjer je B standardno Brownovo gibanje.

1. Pokazite, da je

t t t t
J M,B,dB, = —M,B, +J M,dB, +J M;Bds —J M,ds.
0 0 0 0

Namig: Izraéunajte dM,.
2. Pokazite, da je

t
f Y,dB, =Y, - B.
0

Namig: Izracunajte dM;* in dY, .

Naj bo 0 <t < T in B standardno Brownovo gibanje. Definirajte
X, = Jo F(B<)ds

za zvezno in omejeno funkcijo f(x).

1. Utemeljite, da je
E(X7|%) = X¢F(By, 1),
kjer je
F(x,t)=E [e—/\ OTitf(x+Bl,)du] )

2. Privzemite, da je F(x,t) dvakrat zvezno odvedljiva v x. Pokazite, da velja

s.g.
T

oF
X7 = E(X1) +L X, (Bs,5)dB;.
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Prilagojen zvezen proces X naj zadosca stohasticni diferencialni enacbi
zXo=1ino>0.

1. Definirajte
7, = AB-At
Izracunajte d (XZ),.

2. Poiscite eksplicitno resitev stohasti¢ne diferencialne enacbe.

Zvezna prilagojena procesa X in Y naj ustrezata zaCetnima pogojema Xy =1 in
Yy = 0 ter ena¢bama
dX;
ay,

aX;dt—-Y,dB;
aY;dt+ X,;dB;,

kjer je B standardno Brownovo gibanje. Naj bo R, = X? + Y?2.
1. S pomocjo Itove formule pokazite, da je

Rt _ e(2a+l)t‘
2. S pomocjo Itove formule pokazite, da je

t t t
Xth:ZaJ XSYSds+J (Xf—Yf)st—f X, Yds.
0 0 0

Izrac¢unajte cov(X;, Y;).

Naj bo B standardno Brownovo gibanje in naj bo (%), filtracija, ki jo generira.

Naj bo
t
At = J BZdS
0

E(A7|F).

1. Za 0 <t < T izracunajte
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2. Poiscite prilagojen proces H, da bo veljalo
T
E U HZds
0

T
AT = E(AT) +‘I‘ Hsst.
0

< 00

in

Naj bo B standardno Brownovo gibanje. Zvezen prilagojen proces X naj ustreza
enacbi Xp =1 in
dXt =rdt+ OcXtdBt .

Oznacdite
Zt — e—aBﬁ%azt .

1. Naj bo
Y, =Z,X;.

Izrac¢unajte dY;.

2. Poiscite X.

Prilagojena zvezna procesa X in Y naj ustrezata enacbama

ax, = X,dB" +Xx,dB”
dY, = -Y,dt+Y,dB",

kjer sta B() in B?) neodvisni Brownovi gibanji. Predpostavite $e zatetna pogoja
Xo=Yy=1.

1. Izracunajte d (X;Y;).

2. Izra¢unajte X,Y;.

3. Izracunajte cov(Xy, Y;). Lahko privzamete da sta Jot XsdB(sl) ter fot Xsngz)
martingala.

Naj bo B standardno Brownovo gibanje, {a, T} C (0, c0). Oznacite B, = maxg<<; B;.
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1. PokazitedajezaO<t<T

E(I(BT 2a)|]-'t): 1(B; 2“)+1(Bt<ﬂ)-2(1—cp( a;ljtt))’

kjer je ®(z) porazdelitvena funkcija standardizirano normalne porazde-
litve.

2. Najdite prilagojen z desne zvezen proces (H;):c[o,7) 2 E (IOT Hszds) < 00, Za
katerega je s.g.

1(BT Zﬂ):P(BT Zﬂ)+JTHSdS.
0

Namig: Definirajmo T, := inf{t > 0 : B, = a}. Po prvi tocki je, za 0 < t <
TAT, E(l (BT > a)l]-'t) oblike F(B;, t) za funkcijo F(x,t) = 2(1 —(D(‘;%)),
(x,t) € (—o0,a) x (—oo, T). Uporabite lahko Itévo formulo za t < T, AT, ; po
casu T, AT pa postavite H na 0.

Zvezna prilagojena procesa X in Y naj ustrezata enacbama

dX, = Xdt + Ydt + dw"
ay, = Yidt + dw

kjer sta W) in W(?) neodvisni Brownovi gibanji.
1. Izracunajte
d(e*tXt - te*th) in d(e*th).
2. Pois¢ite X in Y pri pogoju Xy = Yy = 0.

3. Za martingala

t t t
M, :J e‘SdWS(l)—J- sesdw? in N, :J- esdw?
0 0 0

izra¢unajte (M, N);. Na podlagi tega izra¢unajte cov(X;, Y;).

Namig: M;N; —(M,N); je v tem primeru martingal (tega vam ni potrebno
dokazati). Spomnimo Se, da je (W(l), W(z)) =0.
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Naj bo B standardno Brownovo gibanje in definirajte

t
X; = J 1(Bs > 0)dB;.
0
Definirajte
t
A= J 1(Bs > 0)ds.
0
1. Pokazite, da sta procesa

2 2
M, = T A cos(AX;) in N;= T sin(AX;)
lokalna martingala.

2. Naj bo T = inf{t > 0: A, > 1}. Izracunajte E(M7) in E(N7). Kaksna je
porazdelitev slucajne spremenljivke X1? Kot znano lahko privzamete,
daje P(T < o0)=1.

Dan naj bo sistem stohasti¢nih diferencialnih enacb
dX, = X,dt + Y,dt + dB"
dY, = -X,dt +3Y,dt +dB”,
kjer sta B(!) in B(?) neodvisni Brownovi gibanji. Zacetna pogoja sta Xy = Y = 0.
1. Izracunajte

A1 +0X—tey) in o d(te X e 4 1Y)

2. Oznacite

t t
M, = f e 31+ s)dB(sl) —J se_zsngz)
0 0

in
N; = J.tse_zsdB(sl) + Jte_zs(—s + 1)dB§2).
Izrazite X; in Y; ekspligitno s pomoéjoOMt in N;.
3. Izradunajte (M, N); in cov(M;, N;).
4. Utemeljite, da je

t
var(M;) = (M), = f (1 + 25 + 25%)ds
0

in
t
var(N;) =(N); = f e (1 =25+ 25%)ds.
0

Izrazite cov(Xy, Y;) z (M), (N); in (M, N );.
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Naj bo B standardno Brownovo gibanje in {#};>o njegova naravna filtracija.

1. Najbo 0 <t < T. Pokazite, da je

= B2
T_te_z(ft-t)+Bt(D( By )
V2r VT -t

kjer je x* = max(x,0) in je ®(z) porazdelitvena funkcija standardizirano
normalne porazdelitve.

E(B}|7) =

2. Najdite integrand H,, da bo za 0 <t < T veljalo

E(BfIA)=E(B})+ Lt H,dB;.

Lahko H; razsirite, tako da bo integralska reprezentacija veljala tudi za
T =1t?

Zvezen prilagojen proces X naj ustreza enacbi
dX; =dB; + X,dt.
Pri danem zacetnem pogoju Xy = x¢ ima enacba enoli¢no resitev.
1. Naj bo F : R — R odvedljiva funkcija, za katero velja
F'(x) = e
Pokazite, da je Y; = F(X;) martingal.

2. Naj bo x¢p > 0 in T = inf{t > 0: X; = 0}. Izrazite P(T = o) s funkcijo
X _c2
F(x):f0 e~ ds.

Namig: pomislite najprej na Tj, = inf{t > 0: X; € {0,a}} za a > xy. Kot
znano privzemite, daje P(Ty, < o) = 1 za vse a > x( in da velja JOOO e=s'ds =
b

3. Izracunajte E(X;) and var(X;).
Namig: oglejte si e™'X,.

Zvezen prilagojen proces X naj ustreza enacbi

2X
X, = (1 s t)2)dt+ (1+2)dW,,

kjer je W standardno Brownovo gibanje. Zacetni pogoj je X = xg € R.
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1. Naj bo X; = (1 +t)?Y,. Ugotovite, kaksni stohasti¢ni diferencialni enacbi
ustreza proces Y.

2. Najdite resitev X originalne stohasticne diferencialne enacbe in navedite
E(X;) ter var(X;).

Zvezna prilagojena procesa X in Y ustrezata enacbama

t t
X,:x+f VX dBs+at in Yt:y+J \Y.dD, + Bt,
0 0

kjer sta B in D neodvisni Brownovi gibanji. Prevzemite, da imata enacbi eno-
liéni krepki resitvi. Privzemite naprej, da je @, € [0,00) in x,9 > 0. V tem
primeru je P(X; > 0) = P(Y; > 0) =1 za vse t > 0. Predpostavite kon¢no, da
obstaja Se tretje Brownovo gibanje E neodvisno od B in D. Oznacite

)\/Zst +/Y;d D,
VX + Y

t t
Wt:J 1(Xs+Y,>0 +J 1(Xs+ Y, =0)dE;.
0 0

1. Pokazite, daje

t
Xt+Y+t:x+y+J VX5 + Y, dW; + (o + p)dt.
0

2. Utemeljite, da je W Brownovo gibanje.
3. Oznacite za fiksen t > 0in A > 0
¢(x,a) =E (e_’\Xf) .

Utemeljite, da je

P(x+y.a+p)=¢lxa)p(y.p).
Namig: ker sta X in Y krepki resitvi in sta B in D neodvisna, sta neodvi-
sna tudi X in Y.

4. Kot znano privzemite

o(x,1)=(1+ 2)\t)*1/zexp(— Ax )

1+2At
Izrazite ¢(x, @).
Namig: upostevajte
d(x, @) = p(x,0)09(0, @)
in to, da za vsako merljivo funkcijo f: [0,00) — (0, 00) z lastnostjo f(a +

b) = f(a)f(b) velja f(x) = e za neko konstanto ¢ € R. Merljivosti ti ni
potrebno utemeljevati.
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Naj bosta B in D neodvisni standardni Brownovi gibanji. Definirajte proces X

s predpisom
Xt :(Bt+1)2+Dt2'

Definirajte ¢as ustavljanja
T =inf{t > 0: X; € {a,b}}

za SteviliO<a<1<b.

1. IzraCunajte dX; in d(X);.

2. Definirajte proces

Y, = %log(Xt).
Utemeljite, da je Y, = Y,,r martingal.
3. Privzemite, da je P(T < oo) = 1. Pokazite, da je

logb
P(Xr = a) 8

- logb—loga’

Naj bosta B in D neodvisni Brownovi gibanji. Naj bo @ € R dana konstanta.

Definirajte

t t 2 t
Mt:a(J BSdDS+J DydB,| in Ntza—j (B2 +D?)ds.
0 0 2 0

Naj bo
X, =cos (Mt)eNf.

1. Izracunajte (M).

2. Pokazite, da je X lokalni martingal.

Naj bo B standardno Brownovo gibanje in

T, =inf{t > 0: B; = a}.

Naj bo X = 1(T; <1). Najti zelimo tak prilagojen integrand H, da bo

1
X = E(X) +J H,dB;.
0
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Kot znano privzemite, da za a > 0 velja

P(Tag):z(l—cp(%)).

Oznacite proces tekocega maksimuma z

B, = max B;.
O<s<t

1. IzracCunajte
E(X|F;)

za t <1, kjer je F; naravna filtracija Brownovega gibanja.

2. Naj bo
Yy = E(X|%)

zvezna verzija pogojnih pricakovanih vrednosti. Utemeljite, da velja

Y, —2JMT11(B <1) ! q&(l_Bs)dB t<1
tATy 0 S \/1—_5 \/1—_5 s ’

kjer je ¢ gostota N(0, 1) porazdelitve.

3. Pois¢ite integrand H.

Stohasticna diferencialna enacba za zvezen prilagojen proces X,

1
dX, =+/1+X?dB, +(,/1 + X2+ EXt)dt,

ima pri zacetnem pogoju X, = x( enoli¢no doloceno krepko resitev. Pri tem je
B standardno Brownovo gibanje.

1. Definirajte procesa

Yi=e X, in  Z =2 \J1+X2.

dYtZthBt+tht in dZt = YtdBt'FYtdt.

Pokazite, da je

2. Oznacite a(t) = E(Y;) in b(t) = E(Z;). Utemeljite, da je

t t
a(t):x0+J; b(s)ds in b(t) = \/1+x§+J; a(s)ds.

Predpostavite lahko da je, kot funkcija s, E(X?) omejena na konénih in-
tervalih.
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3. Utemeljite, da velja

Izracunajte E(X;).

Namig: diferencialni enacbi boste najlaze resili, Ce ju najprej sestejete, potem
pa odstejete.

4. Utemeljite, da je proces

X, = sinh(log(xo +4/1 +x(2))+B(t1))

kjer je
X —X

e —e

sinh(x) = 5

in je B\"

Naj bo B standardno Brownovo gibanje. Semimartingal Z naj ustreza enacbi

= B; + t Brownovo gibanje s tendenco y = 1, resitev enacbe.

kjer sta F(t) in G(t) zvezno odvedljivi funkciji in je
1
Mt =exp (Bt - Et) .

Zacetni pogoj naj bo Zy = z;.

1. Naj bo
t
Y, = exp(—J F(u)du)Zt.
0

Izracunajte dY; in zapisite Z eksplicitno.

2. Izracunajte var(Z;).

Naj bo B standardno Brownovo gibanje in naj bo (%), filtracija, ki jo generira.

Naj bo
t
At = J B?ds
0

E(A7|F).

1. Za 0 <t < T izracunajte
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2. Poiscite prilagojen proces H, da bo veljalo
T
E U HZds
0

T
AT = E(AT) +J- HSdBS'
0

< 00

in

Zvezni semimartingal X naj zado$ca stohasti¢ni diferencialni enacbi
dXt = —Xtdt+ \[Xt(l —Xt)th
Xy = x€(0,1)

Privzemite, da krepka resitev enacbe obstaja in da velja X; € [0,1] s.g. za vse
t > 0. Naj bosta a in b taksni Stevili, da je 0 < a < x < b < 1. Definirajmo cas
ustavljanja

T=T,ATy,

Kot znano privzemite, daje T < cos.g.
1. Preveri, da za g(x) = ﬁ velja, da je g(X; 1) lokalni martingal.
2. S pomocjo funkcije g iz prejsnje tocke izracunajte P(T, < Tp).

3. Naj bo
_ 1-xlogx
- 1-x

h(x)
Zapisite semimartingalsko dekompozicijo za proces h(X; 7).

4. Izra¢unaj E(T). Rezultat lahko izrazite s funkcijama g in h.

Kot znano privzemite, da je za A € R

A2(t-s)

E (e/\(B’_Bs)) =e 2
za s <t.

1. Naj bo X; = jot H,dB; za ustrezen integrand. Pois¢ite integrand K, da bo
za fiksen T

T
X1=301 = 1 +J- K.dB;.
0
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2. Naj bo T fiksen naj bo 0 =ty < t; <--- < t, = T particija intervala [0, T].
Naj bodo /\]- €Rzaj=0,1,...,n—1. Naj bo

n-1
Y= exp[ A (B, - Bt].)] .
j=0

Najdite integrand K, da bo

T
Y = E(Y) +J K,dB;.
0

Naj bodo H,,(x, t) polinomi v spremenljivkah x in ¢, pri ¢emer je H,(x, t) stopnje
n v spremenljivki x. Predpostavite, da je Hy(x,t) =1, H,(0,0)=0zan>1 ter

JH
ax" (x,t) =nH,_(x,1)
in
oH, 19%H,,

ot (x,t)+§W(x,t) =0

za n > 1. Definirajte
My = H,(By, )

zan=0,1,..., kjer je B standardno Brownovo gibanje.

1. Pokazite, daje za vsak n > 0 proces M" kvadratno integrabilen martingal.
2. Izralunajte E [(Mt”)z].

Namig: uporabite indukcijo.

Za zvezen semimartingal X naj velja
dXt = Xt(l - Xt)th,

kjer je W standardno Brownovo gibanje in X, = xy € (0,1). Kot znano privze-
mite, da je P(X; € (0,1)) =1 za vse t > 0. Definirajte

X
Y; :log(l_txt)

_ *0
yo—log(l_xo)-

in
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1. Pokazite, da je
t

1 Y.
Yt:y0+Wt+—f tanh(_s)ds

2 ), 2
Utemeljite, da ima ta stohasti¢na diferencialna enacba enoli¢no dolo¢eno
krepko resitev. Pri tem je

sinhy e e
coshy e¥+e?’

tanhy =

2. Izracunajte E(Y;).

3. Izracunajte cov(X;, Y;).

Naj bo f: R — R zvezna in omejena. Definirajte
T
xr= [ fBas
0
Za slu¢ajno spremenljivko X7 je E(X%) < co.
1. Za 0 <t < T definirajte funkcijo

t
Piot) =j0 E(f(x+ By))ds.

Izrazite E(X1|F) s funkcijo (x, t).

2. Privzemite, da je funkcija ¢(x, t) dovolj gladka, da lahko uporabimo Itovo
formulo. Z njo izrazite integrand H, za katerega je

T
X7 = E(X) +J- H,dB;.
0

3. Naj bo f(x) = sinx. Najdite integrand H, da bo

T T
j sin(By)ds :f H,dB;.
0 0

N~

Kot znano privzemite E(cos(B;)) =e



Poglavje 3

Vrednotenje opcij

Naj bosta B! in B(?) standardni Brownovi gibanji glede na filtracijo (F)i=0-
Predpostavite, da je (BW, By, = pt zanek p € (-1,1). Naj bo

2
1) (1) (2) @ _ %,

s _ g o\ . )
¢ =Sy expluit+o1B; —7t in 5,7 =S8, exp|ust+0,B; >

za 1, py €R, 01,07 > 0, ter Sél),S(z) > 0. Vrednost opcije v trenutku T je defi-

nirana kot
S(l)
T
e

T

Vp =

Privzemite, da je obrestna mera na ban¢ni racun konstantna in enaka r € [0, c0).
1. Pokazite, da je proces

1
Y, = exp(alBil) - azB(tz) - 5(012 + 022 —2po az)t)

lokalni martingal.

2. Oznaciteza 0<t<T
S(l)
R, = 2t
p= ==
st?

Kako bi vpeljali novo mero Q, da bi bil proces e"'R; pod Q martingal?
Namig: Proces

1
B; = 018} —UZB(tZ))
\/012 —2po10; + 022

25
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je Brownovo gibanje.

3. Privzemite, da je mozno zgoraj opisano opcijo replicirati. Zapisite njeno
ceno V; v trenutku t = 0.

4. Privzetek pri vrednotenju je, da lahko v vsakem trenutku kupimo po-
ljubno koli¢ino temelja R;, na katerega se nanasa izvedeni vrednostni
papir. Pokazite, da je

T T
VT = V0+J Hs (O'lngl)—O'de?))-f-J\ GSdS
0 0

za ustrezna integranda H in G (kjer je V; = e""Eq (e’r(T’t)Vﬂ]—'t)). Ko-
mentirajte zakaj to pomeni, da lahko opcijo repliciramo s trgovanjem z
obema temeljema, ter ban¢nim racunom.

Naj bo S cena delnice v Black-Scholesovem modelu, z obrestno mero r € (0, o),
in volatilnostjo ¢ € (0,00). Fiksirajmo zapadlost T € [0,00) in ozna¢imo z Q
martingalsko mero za interval [0, T], tako da je na [0, T], dS; = rS;dt + 0 S;dW;
za Q-Brownovo gibanje W.

1. Naj bodo dane konstante 0 < a < b < oo, ter s € [0,00). Skicirajte graf
funkcije f : [0,00) — [0, 00) dane s predpisom
0 za0<x<a
f(x)=4s(x—a) zaa<x<b.
s(tb—a) zax>b

2. Zapisite f(St) kot ustrezno linearno kombinacijo dveh izplacil evropskih
nakupnih opcij. Dolo¢iteza 0 <t <T

Ve := Eqe T f (STl
3. Za 0 <t < T navedite komponento H; varovalnega portfelja za opcijo, ki
izplaca f(St)vcasu T.

4. Naj bo f(x) =s(x—K)", x € [0,00) za konstanti s € [0,00), K € (0,00). Ra-
zlozite, zakajjeza 0 <t < T

EQ[E_r(T_t)f(STH‘E] - J;O )vh(t, St)df_,.,(h);

kjer je f! desni odvod funkcije f, df/ pripadajoda mera v Lebesgue-
Stieltjesovem smislu in vy, (t, x) = xP(d;) — he " T D(d,),

2

e log (x/h) +1(T —t) + &(T — t)
b oVT -t
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in

dy=d, —oNT —t.

Predpostavite za gibanje cene delnice Black-Scholesov model, torej
o2
St — Soeyt+UB th'

Predpostavite Se, da na ¢asovnem intervalu [0, T] obrestna mera ni konstantna,
temvecd je znana omejena funkcija r(t), tako da je diskontirani proces cene enak

S = Soe—fot r(s)ds+;4t+aBt—§t
B

1. Kako bi zamenjali mero, da bi bil S martingal za 0 <t < T?

Namig: Pod katero novo mero je proces

t —_—
Wt:Bt_J‘ T(S)—llds
0

o
Brownovo gibanje?

2. Ovrednotite evropsko nakupno opcijo z izvrsno ceno k in zapadlostjo T, v
trenutku t = 0. Namig: V je pri¢akovana diskontirana vrednost V1 pod novo

mero. Ne racunajte integralov , temvec si pomagajte z znanimi formulami za
evropske nakupne opcije pri konstantni obrestni meri.

3. Ovrednotite evropsko nakupno opcijo z izvrsno ceno k in zapadlostjo T,
v trenutku ¢.

4. Zapisite komponento H; varovalnega portfelja.

Predpostavite Black-Scholesov model za gibanje cene delnice v katerem je obre-
stna mera r = 0. Fiksirajmo zapadlost T € (0,00) in nivo a € (0,00). Digitalna
opcija ima izplacilno funkcijo

Vr=1 S;>al,
r=1(max 5, >a)

torej izplacilo je 1, ¢e cena opcije v ¢asovnem intervalu [0, T] preseze prag a, 0
sicer.
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1. Definirajte S; = maxg<,<;Ss za t > 0. Za 0 < t in 0 < x definirajte
Q(S1/So 2 x) = F(x,1),
kjer je Q obicajna nova mera. Utemeljite, dajeza 0<t<T

Eq(1(Sr 2 a)R)=1(S; 2 a)+ 1(S; <a)F(@/S;, T ~1).

2. Naj bo T, =inf{t > 0: S; = a}. Utemeljite, da za T, < T velja

Vr, =1.
3. Privzemite da je F(x,t) razreda C? v x in razreda C' vtzat >0, x > 0.
Pokazite, da je na {t < T, A T} varovalna komponenta H za vrednostni
proces V nase digitalne opcije enaka

JoF a
—a(u/st,T—t)'S—tZ.

Ht:

Naj bo S cena delnice v Black-Scholesovem modelu, z obrestno mero r € [0, ),
in volatilnostjo ¢ € (0,00). Fiksirajmo zapadlost T € [0,00) in ozna¢imo z Q
martingalsko mero za interval [0, T], tako da je na [0, T], dS; = rS;dt + 0 S;dW;
za Q-Brownovo gibanje W.

1. Naj bodo dane konstante 0 < a < b < oo, ter s € [0,00). Skicirajte graf

funkcije f : [0,00) — [0, 00) dane s predpisom

0 za0<x<a
f(x)={s(x—a) zaa<x<b.
s(b—a) zax>b

2. Zapisite f(St) kot ustrezno linearno kombinacijo dveh izpladil evropskih
nakupnih opcij. Dolo¢iteza 0 <t <T

Vt = EQ [e_r(T_t)f(ST)l.E] .
3. Za 0 <t < T navedite komponento H; varovalnega portfelja za opcijo, ki
izplaca f(St) v casu T.
4. Naj bo f(x) = s(x — K)*, x € [0,00), za konstanti s € [0,00), K € (0, 0).

Razlozite, zakajjeza 0 <t < T

Eole T IfSTIAL= | wit.sparn,



29

kjer je f! desni odvod funkcije f, df/ pripadajo¢a mera v Lebesgue-
Stieltjesovem smislu in vy (t,x) = xP(d) - he " T-1D(d,),

2

_log(x/h)+r(T—t)+ 5 (T -t
' oVT -t

in

dzzdl—O'VT—t.

Naj bo S cena delnice v Black-Scholesovem modelu z obrestno mero r € (0, o)
in volatilnostjo o € (0,00). Fiksirajmo zapadlost T € (0,00) in oznac¢imo s Q
martingalsko mero za interval [0, T], tako da je na [0, T], dS; = rS;dt + 0 S;dW;
za Q-Brownovo gibanje W.

Naj bodo dane konstante 0 < b < a < co. Izveden finan¢ni instrument ima
izplacilo Vr = f(St) ob ¢asu T, kjer je za x € (0, 0),

x—a, cejex>a
f(x)=3b-x, cejex<b.
0

B sicer

1. Skicirajte funkcijo f(x). Zapisite f(St) kot ustrezno linearno kombina-
cijo izplacil dveh evropskih nakupnih opcij ter terminske pogodbe (vseh
z zapadlostmi T in ustreznimi izvr$ilnimi cenami).

Pojasnilo: terminske pogodbe so matematicno oblike St —k za neko izvrsilno
ceno k.

2. Doloc¢iteza 0<t<T

Vy:= Eqe T f(Sp)IA].

3. Za 0 <t < T navedite komponento H; varovalnega portfelja za opcijo, ki
izplaca f(St)vcasu T.

Namig: pomislite, kako moramo varovati terminsko pogodbo.

Naj bo {r;,r,} CRin {sg,k, T, T;,0} C (0,00), T} < T. Kot model za gibanje cene
temelja S izberimo Black-Sholesov model z volatilnostjo o in zacetno ceno
So = Sg; netvegana obrestna mera r denarnega ra¢una (zvezno obrestovanje)
naj zados¢a r, = r; za t € [0, Ty) in r, = r, za t € [T}, T]. Neka pogojna terjatev
izplada (St — k), ob ¢asu T; naj bo V njen vrednostni proces.
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Pomo¢/spomnimo: Za vrednostni proces V¢ (c kot “classical”) evropske
nakupne opcije z zapadlostjo T in izvrsilno ceno k velja v klasi¢nem Black-
Scholesovem modelu s konstantno obrestno mero r € R, volatilnostjo o,

Vi =F(S;, T-t;r,k,0)s.g. zate€[0,T),

kjer je
F(x,t;1,k,0) = x®(dy) —ke " ®(d,),

pri cemer sta d; in d;, definirani z

p log(x/k)+(r+”72)r
1 - O‘\/%

in
d2 = dl - (T\/;.
1. Navedite Vr, v odvisnosti od STl s pomocjo funkcije F(x,t;r,k, o).

2. Navedite komponenti varovalnega portfelja za ¢ase z intervala [T, T|.

3. Utemeljite, da je
V() — e—rl T] EQ [F (Soerl T1+U'WT1 —52T1/2’ T _ T1’ 7’2; k’ O_)] ,

kjer je, glede na Q, W Brownovo gibanje na intervalu [0, T} ].

4. Utemeljite, da je

VO = €_r1 T .

o 2
o 2
f F(soe”n“"mz_ PRy Tl;rz,k,cr)e 2245,

—00

V2

Integrala vam ni potrebno izrac¢unati.

Za gibanje temelja predpostavite Black-Scholesov model

Obrestna mera naj bo konstantna in enaka r. Cas dospelosti ozna¢imo s T.

1. Recimo, da je vrednost opcije ob dospetju enaka V; = Sy. Koliksna je
vrednost opcije v ¢asu t = 0? Kaksna je varovalna listnica (H?, H;)?

2. Za evropsko nakupno opcijo z izvrsno ceno kjeza t < T

V, = 8,@(dy) — e " T Dkd(d,)
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z
62
dl:log(St/k)+(r+7)(T—t) i e d —oNTT
oNVT —t
in
H; =®(dy).
1z zveze

(k=x), =(x—k),—(x—k)
izpeljite ceno V; in potem Se H; za evropsko prodajno opcijo Vr = (k- St),.

3. Opcija Metulj je definirana kot

VT:f(ST):
kjerjezaO<a<k<b
0 x<a
X—a
| = a<x<k
flx) = bx k<x<b
0 x>b

Izracunajte V.
Namig: oglejte si funkciji

AMx=k)y =(x=b),] in pl(k=x),—(a—x)]
s primerno izbranima A in p.

4. Izrazite H; za Metulja.

Naj bo T > 0 fiksen in za gibanje temelja privzemimo Black-Scholesov model
St — Soeﬂﬂ—UBt_%t )

Obrestna mera r in volatilnost ¢ naj bosta fiksni in znani. Naj bo f nenegativna

zvezna funkcija na [0, T], za katero je JOTf(s)ds = 1. UtezZeno geometrijsko azij-
sko opcijo definiramo kot

Vr = (exp(LTf(s)logSSds)—k) .

Kot znano privzemite, da je za Z ~ N(a, b2) inc>0

E[(e?-c) | - ea+b§q>(_ﬂ+bzl;logc)_c@(_‘IOgbc+“),

kjer je ®@(z) porazdelitvena funkcija standardizirano normalne porazdelitve.
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1. Naj bo W Brownovo gibanje in F(t) = fotf(s)ds. Prepricajte se, da je
T T
x= [ fowds= | (#T)-Fopam,
0 0
in pokazite, da je

T
var(X) = J (F(T)—F(s))%ds
0

2. Izracunajte V.

3. Izracunajte V;.

Predpostavite Black-Sholesov model za gibanje cene temelja S:
St — Soeﬂt+oBt_§t )
Vrednost opcije v ¢asu dospetja T naj bo dana z
= 3 . . —_—
Vr =(fSt/3-Sars3- St K)+ :

Privzemite, da je jakost obrestne mere konstantno r in volatilnost konstantno
0. Kot znano privzemite, da je za Z ~ N(a, bz) inc>0

E[(ez —C)+] = e“+bzzCD(_a+ bzb_ logc)_cq)(—_logbc-'_a),

kjer je ®@(z) porazdelitvena funkcija standardizirano normalne porazdelitve.

1. Izracunajte V.

2. Navedite V,1/3 v odvisnosti od St73 in Sp7/3.

Za gibanje temelja predpostavite Black-Scholesov model, v katerem sta vola-
tilnost ¢ in obrestna mera r konstantni. Predpostavljamo torej, da je

0_2
S = Soexp(yt+aBt— 71‘)

Izplacilo opcije v ¢asu dospetja T naj bo

St—a, cejeSt>a
VT: b—ST, éejeST<b.
0, sicer

1. Izracunajte zacetno ceno V| opcije.

2. Navedite komponento H; varovalne listnice.
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Resitve nalog

Resitev naloge[l} page

1. Proces M je produkt dveh semimartingalov, od katerih ima prvi ome-
jeno totalno variacijo. Rac¢unamo po pravilu za stohasti¢no odvajanje
produkta in po Itovi formuli, pri ¢emer upostevamo

d (62,\2[[)’ Bst) _ ezAzj(f B2ds (ZAthz)dt
in
d (B} - t)=2B,dB,

ter posledi¢no
d(B? —t), = 4B%dt.

Sledi
AM, =
o2V o Bids (2A2B?)cos (1 (B? ~ 1)) dt
L2V Jy BRds [—/\sin(/\(Bf ~t))2B,dB, - %ﬂ cos(A(B? - t))4B%dt]

= 2B sin (A (B2~ 1)) B.dB,.

Sledi, da je M lokalni martingal. Ra¢un za N je skoraj enak.

2. Ce poznamo trajektorijo B na intervalu [0,¢], lahko tudi ugotovimo ali

. t . . o -
je 4[0 B2ds > a, torej je T, ¢as ustavljanja. Vemo, da sta M in N lokalna
martingala. Ker je
AT,
22y BRds e

sta tudi omejena, zato sta martingala.

33
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3. KerstaMin N martingala, za vsak t > 0 velja
E(Miar,)=1 in E(Npg,)=0.

Ko t — oo, zaradi privzetka o kon¢nosti T, velja My 1, — Mr,. Zaradi
omejenosti lahko uporabimo izrek o dominirani konvergenci, tako da

E (MMTa) —E (MTa) ,
ko t — co. Trditev za M sledi. Dokaz za N je enak.
4. 1z prejsnjih tock sklepamo, da je

22

E [cos(/\(BTa - Tu))] =e 2°
" E[sin(A(Br, - T,))] = 0.

Edina porazdelitev, ki ustreza tem enacbam za vse A € R, je N(0, a).

Resitev naloge[2} pageld]

1. Ker sta B in D neodvisni Brownovi gibanji, je (B, D) = 0. Proces

t
A= J (B2 +D?)ds
0
ima kon¢no totalno variacijo, zato je (A, B) = (A, D) = 0. Poleg tega je
dA, = (B? + D})dt.

Rac¢unamo

pREpL
dM, = 7eTAr(Bf+D,?)cos(ABtDt)dt

2
ver A - AD; sin(AB;D;)dB; — AB; sin(AB;D;)dD;
A2 A2
_TDE cos(AB;D;)dt — 7Bt2 cos(AB;D;)dt

2
—  _)e’TAt (D, sin(AB,D,)dB, — AB, sin(AB,D,)dD,).
Za N ra¢unamo podobno.

2. Ustavljena lokalna martingala sta lokalna martingala. Ker sta tudi ome-
jena, sta martingala, t A T, pa je omejen cas ustavljanja. Po izreku o op-
cijskem ustavljanju je

E(Mi1,)=E(Mo)=1  in  E(Nia1,)=E(No) =0.
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3. Martingal M1, je omejen in po predpostavki
Minr, > Mr,,

ko t — co. Po izreku o dominirani konvergenci je

E(My,r1,) > E(Mr,),
ko t — oo, torej je
E(Mr,)=1.
Po drugi strani je
A2
Mr, =e> “cos(/\BTuDTa) )
torej je
2
E (cos()\BTaDT”)) — T,
Podobno sklepamo, da je

E(sin(ABr,Dr,)) = 0.

Ti zadnji enacbi veljata za poljuben A, kar enoli¢no doloca porazdelitev
B, Dr,.

Resitev naloge[3} page[6]
1. Po Itovi formuli in pravilu za odvajanje produkta je
dX, = 3B%dt +3B,dt - 3B,dt - 3tdB, = 3(B? - t)dB,.
Sledi, da je X lokalni martingal in je d(X); = 9(B? — t)?dt.
2. Kerje (AX); =92 jot(BS2 —5)?ds, je za proces R = AX
dM, = d(e®?cos(R,))

M, - d(R);/2 — e®/2sin(R,)dR, — M,d(R),/2

Ker je R lokalni martingal, je torej tudi M lokalni martingal kot sto-
hasti¢ni integral zveznega, prilagojenega procesa. Za N rac¢unamo po-
dobno.

3. Ustavljen lokalni martingal je lokalni martingal. Procesa MT in N7 sta
torej omejena lokalna martingala in zato omejena martingala. Po izreku
o opcijskem ustavljanju je

E[My] = E[M;57] in E[Ny] = E[N1 ]

zavsak t. Kot — oo, je M1,y — M7 in podobno za N. Ker je M;,r omejen,
sledi trditev z uporabo izreka o dominirani konvergenci. Argument za N
je podoben.
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4. 1z prejsnje tocke sledi
cos(AXT) = e in sin(AXt)=0

za vse realne A, zato Xt ~ N(0,1).

Resitev naloge[d page[]]

1. Izrek o opcijskem ustavljanju za omejene case ustavljanja nam da
0= E(Mg) = E(Mypr,,) = E(1Biat,,|) — E(Ltat,, )

(linearnost upanja sledi npr. iz omejenosti |BT+!| ter nenegativnosti LT?).
Ko t — o0, zaradi P(T,, < c0) =1 veljas.g.

|Bt/\Ta'b| - |BTa‘b| in Lt/\Tu,b - LTu'b .

Ker je |Biz1,,| < max(a, b), lahko uporabimo izrek o omejeni konvergenci
za utemeljitev

E(IBiat,,|) = E(IBx,, 1),

ko t — co. Ker je L nenegativen in nepadajo¢, tudi L;,,, narasca, zato
lahko uporabimo izrek o monotoni konvergenci in velja

E(Lat,,) = E(Lt,, ).,
ko t — co. To potrjuje trditev.
2. Iz prvega dela sledi
0=E(Mo) =E[(a-Lr,,)-1(Br,, =a)+(b-Lg,,)- 1(B,, =-b)].
PrepiSemo v
Elal(Br,, =a)+b1(Br,, = -b)| =E(Lz, ).

Levo stran znamo izra¢unati;

b a 2ab

E[al(BTu’b =a)+bl(Br,, :_b)]:“'a+b+ ‘a+b a+b’

Resitev naloge[5} page[]]

1. Po Itovi formuli je za f(x) = x*

t t
B} = 4J B3dB, +6J B2ds.
0 0
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Sledi, da je

t t
Bf—eL des:4J(; B3dB;.

Desna stran je lokalni martingal. Ker velja, da je E(B¢) = t*E(BS) in je
zadnja pricakovana vrednost koncna, velja

t t4
EU B?ds) = ZE(B‘f) < 0.
0

Po konstrukciji Itovega integrala je fot B23dB, martingal.
2. Po izreku o opcijskem ustavljanju je za fiksen t > 0
E(Mr,0r) = E (M) = 0.
Sledi, da je

T, At
E(BE )= 6E(J; B?ds).

Ko t — o0, konvergira B‘i/\t proti By, integrandi pa so omejeni z a
po izreku o dominirani konvergenci velja

4, zato

E(B%"um) —a*.

. T, At . T, .
Ko t — o0, konvergira Io “*" B®ds proti Io “ B®ds in sicer monotono. Ker so
integrandi nenegativni, po izreku o monotoni konvergenci velja

T, At T,
E(J Bgds)eE(j BSds).
0 0
T, 4
E(J Bg”ds):“—.
0 6

Sledi

Resitev naloge[6 page[7]

1. Pri¢akovana vrednost E(M;) obstaja, saj imata B; in D; vse momente. Ra-
¢unamo

E[My.o|7]
= E[((Bus—Bi+B)* = (t+5))((Dpys = Dy + D) = (t +35)) A

Zapisemo

(Biys—Bi+By)?* = (t +5) = (Byys — By)> + 2(Byys — B)B; + Bf — (t +5)
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in
(Diys =Dy + Dy)? = (t+5) = (Dys = Dy)? + 2(Dys — Dy)Dy + D} = (£ +5).
Ko zmnozimo in upostevamo neodvisnost prirastkov od F;, ostane
s2+D?s—(t+5)s+ B2s+ B?D? — (t +5)s — (t + 5)D? + (t +5),

kar je to¢no M;N;.

2. Vemo, da B z verjetnostjo 1 doseze nivo 1, zato bo tudi vsota Bf + th

dosegla nivo 1. Zaradi simetrije je tocka (Bp, Dr) enakomerno porazde-
ljena na enotski kroznici, zato je njena porazdelitev enaka porazdelitvi
(cos(U),sin(U)) za U ~ U(0, 27). Sledi
1 1
E(B%D?) = E[cos?(U)sin*(U)] = Z13[sir12(2U)] =,

. Po izreku o opcijskem ustavljanju je

E[B}yr+ D}y | = 2E(t A T).

Izraz t A T monotono narasc¢a in konvergira proti T. Desna stran zato
konvergira proti E(T) po izreku o monotoni konvergenci. Integrand na
levi je omejen z 1 in konvergira proti 1, ko ¢ T co. Po izreku o dominirani

konvergenci leva stran konvergira proti 1. Sledi E(T) = %

Za vsak t je po izreku o opcijskem ustavljanju
E(MnrNiat) = 0.
Napisano na Siroko to pomeni

E[BY\Diyr = (Biur + DL ) (EAT) + (EAT)?| = 0.

Ko t T oo, prvi ¢len v pri¢akovani vrednosti konvergira proti BZD# in je
omejen, drugi ¢len pa je omejen s T in konvergira proti T. Zadnji ¢len je
nenegativen in monotono naras¢a. Po izreku o dominirani konvergenci
za prva dva ¢lena in monotoni za zadnji ¢len, velja enakost, ki jo je bilo
treba potrditi. Iz vseh enakosti sledi

var(T) = E(T?)~ E(T)? = %‘% _

Resitev naloge[7} page[§]

1. Izberimo si

b b o
"M, —e® Nt) =¢ 7 'sinh(a(B, +b)).

Na dogodku {T.

1
2
_p <
jeXr-UT, <T,) =

T,} je By = —b. Ko vstavimo to v definicijo X sledi, da
0.
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2. V vsoti
E(X7)=E(XT T, < T_p)) + E(X7 U(T_p < T,))

upostevamo, da je X71(T_, < T;) = 0 in trditev sledi.
3. Proces X;,r je omejen s konstanto. Po izreku o opcijskem ustavljanju je

E(X;a1) = E(X() = sinh(ab), po izreku o dominirani konvergenci pa je
tudi E(Xt) = sinh(ab). Po drugem delu naloge je

a2
Xr (T, < Tp) =€ 7 21(T, < T_;)sinh(a(a + b)).
Sledi
sinh(ab)

P B
E[e T <T)| = Gihaar )

Resitev naloge|8} page

1. Iz Itove formule dobimo

t t
M, = M0+J (4B§—1235D3)dB5+J (~12B2D; +4D?)dD,
0 0

t t
+6J; (BSZ—DSZ)ds+6L (-B2+D?)ds

t t
My + f (4B: - 12B,D?)dB + f (-12B2D; +4D?)dD;.
0 0

Upostevali smo, da je (B,D) = 0 zaradi neodvisnosti. Vsi integrandi so
kvadratno integrabilni, zato je M martingal.

2. Vemo, da je opcijski ¢as Ty = inf{t > 0: B; = 1} koncen z verjetnostjo 1.
Ker je T < Ty, isto velja tudi za T. Velja

E(MT/\t) =0.

Zaradi omejenosti M T lahko posljemo t — co in po izreku o dominirani
konvergenci velja E(Mr) = 0. Po drugi strani je

My = (B2 + D?)* ~8B2D? = 1 - 8B3D2.

Sledi
1
E(B3D3) = 3

Resitev naloge[9} page
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1. Po Itovi formuli je

t
M, = f (3B% - 35)dB;.
0

Za integrand velja

t t
J E [(333 - 3535)2]ds = J 18s%ds < o0,
0 0

zato je M martingal. Po izreku o opcijskem ustavljanju velja
E(Mrp) = E(Mg) =0
za vsak t > 0. Prepisemo v

E(B},)=3E((T At)Bryy).

Na levi strani je integrand po absolutni vrednosti omejen z max(a,b)?,
na desni pa z max(a,b) - T. S predavanj vemo, da je E(T) < 0. Ko t —
o0, lahko na levi in na desni uporabimo izrek o dominirani konvergenci.

Sledi ;
3y_ .3 Y 43 @
E(Br)=a a+b b a+b

=E(TBry).

Poenostavimo v
E(TBt)=ab(a-1).

Iz predpostavk izhaja E(Br) = 0, zato je cov(Bp, T) = ab(a—b).

2. Vemo, da je

=ab.

b a
E(B3)=a?- — +b*.
(Br)=a a+b a+b
Ker je B? — t martingal, je

E(BZ,,)=E(T At).

Ko t — o0, na levi uporabimo izrek o dominirani, na desni pa izrek o
monotoni konnvergenci. Sledi

E(T) = E(B%) = ab.
Po Ita je
t
N, :j (4B2 —12sB,)dB;.
0

Za integrand velja

ftE [(432 - 12535)2] ds < oo,
0



41

zato je N martingal. Po izreku o opcijskem ustavljanju velja
E(B},)+3E(T A1) =6E((T At)B,,).

Utemejitev, da enakost velja, ko t — oo, sledi po izrekih o dominirani in
monotoni konvergenci. Dobimo

1 a* 1 b*a ab
E(TB7)=—- - —.
(TBr) =% 276t 6 avp 2
Poenostavimo v 5 ,
E(TBT):ab(a +ab+b°)+3ab
6
in posledi¢no
cov(B%,T):ab(a2+ab+b2)+3ab—a2b2.

6

Resitev naloge[10} page[9]
1. Najprej opazimo, da je
dg(X)t = S(X)tdBt.

Formula za stohasti¢no odvajanje produkta nam da

t

ay, = E(X)tdBtJ E(X); (B;dB, — B,dt) + £(X),E(X); ! (B,dB, - B,dt)
0
+B;dt

Pri tem smo kvadrati¢no variacijo izracunali z upostevanjem, da ima
eden od procesov omejeno totalno variacijo.

2. Ker je Yy =0, dobimo

rt
Yt = dYS
JO
rt

1 t
= YSdBS+—f (2B;dBs +ds—ds)
0 2 Jo

rt 1 )
= stBs+§(Bt ~t).

Opazili smo, da je 2B;dB, + dt diferencial procesa B>.
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3. Izracunajte F(x,y,t)zat < T.

Resitev naloge[I1)} page[9]

1. Enacba samo na drugaden nacin pove, da je maksimum na [0, T] vedji
od maksimumov na [0,t] in [t, T]. Ker je po markovski lastnosti proces
(Bt1s—B;i: s > 0) neodvisen of F, trditev sledi iz pravila, daje E(f (X, Z)|X) =
P(X), kjer je (x) = E(f (x, Z)), ¢e sta X in Z neodvisni.

2. Oznacimo V = maxg<s<7_¢(Bsys — By). Veljalo bo
E(Br|%) = E(BrlBy, B;) = F(By, By t).
Ker je V neodvisna od (B;, B;) po markovski lastnosti, je
F(x,y,t) = E[max(y,x+ V)].

Porazdelitev V je enaka porazdelitvi VT —t|Z|, kjer je Z ~ N(0,1). Racu-

namo
F(x,y,t) =
= yP(V<y—-x)+E((x+V)I(V>y-x))
= yP(V<y-x)+xP(V>y-x)+E(V-1(V>p-x))
= P(‘\/ HZ|<y- x)+xP(‘V tZ| >y - x)

+E(VT = t|Z]- 1NT - 1|Z| > y - x))

e A e
—t —t
+2\/7;__t 2724z
T v

_ — NT — ¢ _-9?
= y(zcb( y—* )—1)+2x(1—CD( yT x ))+2 Z ¢ AT
—t V21T

5

3. Daje M martingal, je ocitno. Ker vemo, da mora imeti predstavitev s sto-
hasti¢nim integralom, je M zvezen. Funkcija F(x,y,t) je za t < T dvakrat
zvezno parcialno odvedljiva po vseh spremenljivkah. Itova formula na
da

F(B;, B, t)—E(Br) =

f =~ (B, B, 5)dB; +J % By, By,s

L oF _ L 92F _
. E(BS’BS’S)dS+§ . W(BS’BS'S)dS'
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Na levi imamo martingal, na desni pa vsoto lokalnega martingala in pro-
cesov z omejeno totalno variacijo. Taka enakost implicira, da je vsota
procesov z omejeno totalno variacijo enaka 0. Racunamo

JF y—x)
—(x,p,t)=2-2D .
ax 9! (\/T—t

Sledi

T _
Br :E(BT)+2J; (1-@(’\3/5:;__32))6135.

Integrand je celo omejen, tako da ustreza vsem pogojem.

Resitev naloge[12} page
1. Najhitreje bo, ¢e izra¢unamo diferencial dY;. Itova formula nam da

dy, = Yt(—y(t)dt —o(t)dB; + %az(t)dt) + %Ytaz(t)dt.

Diferencial dS; je dan s stohasti¢no diferencialno enacbo na zacetku. Do-
bimo

d(S,Y), = -0 (t)*S,Y,dt.

2. Stohasti¢no odvajamo produkt X; = S;Y;. Dobimo

dx, Y,dS; + S;dY; +d(S,Y);

= YiSi(u(t)dt +o(t)dBy)

+S,Y, (—y(t)dt — o (t)dB, + %az(t)dt)

—0(5)%S,Y,dt

Sklepamo, da je X konstanta, torej X; = 1. Sledi, da je
t t 1t
S, = exp('[ w(s)ds +f o(s)dB, — —f 02(s)d5) )
0 0 2Jo

Resitev naloge|13} page
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1. Ker je S; > 0, lahko uporabimo Itévo formulo za funkcijo f(x) = logx.

Dobimo
I I (" 1d L d
og(St)—-1log(S = —dS, — = —d{(S
g( T) g( O) Jo Ss s 2_;0 552 < >s
T 1 1 (71
= —dS, — — —0?(B,,s)S%ds
JO Ss ° 2.)0 s,z ( ’ ) ’
= —dS,—= | o?(By,s)ds.
Jo Ss 2 Jo

Enacbo pomnozimo z -2 in preuredimo in rezultat sledi.

2. Izra¢unajmo najprej diferencial drugega ¢lena. Oznacimo ¢len v ekspo-
nentu z Z;. Po Itovi formuli dobimo

1

d(ezf)t = ¢%dz, + Eezfd(Z)t
1 1

= b (—U(Bt, B, + 507 (B, )t — (B, )i + 50 (B, t)dt).

Odvajamo

d(S;e”) = erdSt+SteZ‘dZt+%Stezfd<Z),+erd(S,Z)t

ezt(’/l(Bt, t)Stdt + U(Bt, t)StdBt — O'(Bt, t)StdBt

—u(By, t)Sdt + 0°(By, t)S,dt — 0 (B, t)S,dt

Proces Y je konstanten in razli¢en od 0, kar pomeni, S; > 0 s.g.

Resitev naloge[T4} page[TT]

1. Zapisemo

E(|Brl|%)=E(IBr - B, + B| %)

Ker je By — B; neodvisna od F;, bo veljalo

E(IBrl|7) = (By),
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kjer je
E(|Br —B; +xl)

= E(INT-tZ+x|)
\/T—tE(

=
2
I

L_{_Z

7=

= 2(T_t)e_zész>+xErf L —
n 2T 1)

2. Ce lahko napisemo
E(|Brl| %) = F(By, 1)
za 0 <t < T za funkcijo F(x, t), potem vemo (Ce je F dovolj lepa), da je
T oF
Brl=Esr)+ | 5 (Bos)a.
0 Ox

Sledi, da je

H 2 B _2(?20 Erf B; B 2 _2(17;!2”
=— . [———B,e 2T + Erf| —— |+ — ¢ 2ATH,
TN R(T-1 V2T—n) Nr(T-1)

Poenostavimo in sledi

H, =Bef| 2|,
2(T -t)
Uporaba izreka sloni na tem, da je F(x,t) dvakrat zvezno odvedljiva po x

in enkrat po t, kar drzi za t < T. Na koncu moramo vzeti $e limito ¢t T T,
in rezultat sledi.

Resitev naloge|l15} page

1. Opazimo, da je
d(X, B); = X;dt

in
d(e_Bf_é) = —e_Bf_%dBt .
Racunamo po pravilih za stohasti¢ne diferenciale in dobimo

d(eBtéXt) —e B3 X,dB, + e P2 dX, — e P d(B, X),

= —e B 3X,dB, + e B2 ((1+X,)dt + X,dB;)
—e_Bt_%Xtdt

= Pt
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2. Iz prve tocke sledi, da je
t t s
e Bax, = J e Bsm24s.
0

Dobimo

Resitev naloge[16] page[12]

1. Po Itovi formuli je
1 1
th = —MtdBt + EMtdt + EMtdt = —MtdBt +Mtdt

Ugotovimo, da je
t
(M, B); = —f Mds.
0

Po formuli za integracijo per partes je

t t
stBsst = JBS(—dMS+MSds)
0 0

t t
—-M;B; + f M,dB,; +{M,B); + j BsM,ds
0 0

t t t
~M,B, +j M,dB, —f Mgds +J M;Bds.
0 0 0

2. Itd nam da dM;! = M;!dB,. Iz formule za parcialno odvajanje sledi

t
dy, MtldBtJ ¢~B*35 (2B, dB, + (1 - 2B,)ds)
0

+M; "M, (2B,dB; + (1 — 2By)ds)
+2B,ds
Y;dB; + 2B;dB; + ds.

Integriramo to zadnjo enac¢bo od 0 do t in dobimo
t
Y, = J Y,dBs +B?.
0

V 2B,dB, + ds smo razpoznali diferencial B?.
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Resitev naloge[17] page[12]
1. Pisimo

—Ajo s)ds —Aj f(B;+Br—B;) —Ajo s)ds —Ajo f(By+By,,—B;)du

Trditev potem sledi iz e ~AJy f(B.)ds € F;, markovske lastnosti Brownovega
gibanja n dejstva, da je (B, — B;),>0 je Brownovo gibanje neodvisno od
F; ter lastnosti pogojnih pricakovanih vrednosti.

2. (F je npr. dvakrat zvezno odvedljiva v x, ¢ je f dvakrat zvezno odve-
dljva z omejenima prvim in drugim odvodom (kot sledi iz odvajanja
pod integralom — za E in f; izreka o dominirani konvergenci).) Proces
Y = (X;F(By,t),t € [0, T]) je zvezen martingal (ki ga lahko razsirimo z Xt

a (T,00)). X je zvezen FV proces in zato zvezen semimartinal.

Apliciramo Itovo formulo ter integracijo per partes za ob ¢asu S, S €
[0, T), ustavljene procese (F je C?> v 1. koordinati, 2. koordinata je na
(=0, S) razreda C! /odvajanje pod integralskim znakom, Fundamentalni
izrek integralnega racuna/) in upostevamo da morajo vsi ¢leni s kon¢no
variacijo biti s.g. enaki konstanti Yy = E(X7|F) = E(Xr) (ker je zve-
zen lokalen martingal s kon¢no variacijo s.g. konstanten). Dobimo Zze-
leno formulo za S namesto T. Kon¢no vzamemo limito S T T, in upo-
Stevamo zveznost procesov, dominirano konvergenco, ter dejstvo da je

T
Jo Xs%E(By,s)ds < o0 (s.g.).

Resitev naloge[18] page[13|
1. Najprej opazimo, da je
dZ;=\Z,dB;.

1z tega sledi, da bo
Ad(X,Z) = Ao X, Z,dt.

Rac¢unamo
d(XZ)t = thXt+XtdZt+AO~Xttht

= Zt(ydt-i-oxtdBt)-i-/\XtthBt+/\O'Xttht
= ’/thdt'f'/\O—thtdt‘f'(o—"‘A)XtthBt

2. V prvi tocki lahko A Se prosto izbiramo. Izberimo si A = -0, tako da
bo stohasticno del enacbe odpadel. Ostane nam nehomogena linearna
diferencialna enacba prvega reda

Ad(XZ); = pZ,dt — 6> X, Z,dt,
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Splosna resitev zgornje enacbe je
2 t 2
X Z;=ce 7+ yj e 7 97 ds.
0

Iz zacetnega pogoja sledi ¢ = 1. Konc¢na resitev je

t
X, =271 (e"zt + yj e"z(ts)ZSds) .
0

Resitev naloge[19} page[13|
1. Ra¢unamo
th = 2Xtht+d<X>t+2YtdYt+d<Y>t
= 2Xi‘ (aXtdt — YtdBt) + Ytzdt + 2Yt (afYtdt + XtdBt) + thdt

= (2a+1)(X? +Y?)dt

1z tega sledi

Rt — Ce(2a+l)t

za neko konstanto c. (Res. Integralska enacba R;,—1 = (2a+1) fot R,ds (kar
zgornji diferencialni zapis v resnici pomeni) implicira zaradi zveznosti R

po fundamentalnem izreku integalskega racuna, da je s.g. % = (2a+
1)R;.) Iz zacetnih pogojev sledi c = 1, torej

Rt — e(2a+1)t.
2. Rac¢unamo po Itovi formuli

t t
XY, = JXSdYS+j Y, dX, +(X,Y);
0 0
t t

t
= J‘ Xs(aYSds+XsdB5)+J. YS(aXsds—YSst)—f X, Y.ds
0 0 0

t t t
Zaf X, Yods + f (X2 -Y2)dB, - J X, Yds.
0 0 0

Ce na obeh straneh te enacbe uporabimo pricakovano vrednost, dobimo

t
E(X,Y,) = (2a - 1)J0 E(X,Y,)ds.
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To pomeni, da je
E(X,Y;) = ce?a= 1)t

za neko konstanto c. Ker je Yy = 0, to pomeni, da je ¢ = 0. Uporabimo
pri¢akovano vrednost na izhodis¢nih enacbah in dobimo

t t
E(X;)-1 :aJ- E(Xs)ds in E(Yt):aj E(Y;)ds.
0 0

Sledi E(Y;) = 0 in posledi¢no cov(X;, Y;) = 0.

Utemeljiti moramo Se, da smo lahko naredili vse zamenjave vrstnega reda
integralov in pricakovanih vrednosti, ter da so bila upanja ustreznih in-
tegralov proti B res enaka ni¢. To sledi iz neenacb

X2<R, in YZ<R,,

kar pomeni, da so vsi relevantni integrandi (lokalno) omejeni (Fubini;
pogoji za martingalskost).

Resitev naloge|20} page

1. Racunamo
T
Ap = At+J- B2ds
t

T
= A +J- (B; + (Bs— B;))* ds
t

Tt Tt

(Bsy — By)du +I (Btsu —Bt)zd”-

= At+Bf(T—t)+ZBtj
0

0

Po markovski lastnosti je (B, — B;: u > 0) Brownovo gibanje neodvisno
of F;. Opazimo Se, da je

Tt
EUO (B —Bt)du] ~0

T-t T—t 2
24| _ _(T-1)
EUO (B, — By) du} - JO udu ==

Po pravilih za pogojno pri¢akovano vrednost bo

in

(T —t)?
—

E(AT|F)=A;+B}T-t)+
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2. Iz prvega dela sledi, da je
E(Ar|F) = F(By, Ay, t).
Ker je

2
F(x,p,t)=p+x*(T—t) + (T zt) ,

je funkcija dovolj gladka, da uporabimo Itoévo formulo. Sledi

F(B;, A, t)—F(0,0,0) =

t OF ' OF
= . a(BS,AS,S)dBS-FL a_y(BS’AS’S)dAS
t OF 1 (P 9%F
+f0 E(Bs,As,sMHEL o (B A, 5)ds.

Na levi je martingal. To pomeni, da se morajo na desni ¢leni, ki imajo
kon¢no totalno variacijo, sesteti v konstanto. Sledi, da je

T2 tOF
F(B;, Ay t) = =+ . X(BS,AS,s)dBS.

Sledi
H, = 2B,(T - t).

Ocitno je zadosceno tudi pogoju za integrabilnost.

Resitev naloge[21] page[14]
1. Opazimo najprej, da je
L L
dZt = Zt (—adBt + Ea dt)"r 501 tht
in posledi¢no
d(Z,X) = —a*X, Z,dt.
Rac¢unamo po stohasti¢nem pravilu za odvajanje produkta. Dobimo
dYt -
= XtdZt+thXt+d<X’Z>t

X, Z;(-adB, + a’dt)+ Z, (rdt + aX,dB,) — a* X, Z,dt
rZ;dt.

2. Iz prvega dela sledi, da je

t
Y, =1 +rf Zgds,
0
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kar pomeni
Xt = Z;l Yt ,

torej
t
_1,2 _ 1,2
X, = e*Bim2a t(l +rf eaBstaa sds).
0

Resitev naloge[22] page[14]
1. Ra¢unamo

d(X,Y;) X, dY, + Y,dX, + d(X,Y),

- X, (—Ytdt + Ytdsﬁ”) Ly, (XtdB(tl) T XtdBf?)) + X, Y,dt

2X,Y;dB" + X,Y,dB” .

2. Iz prvega dela naloge sledi, da je
t 1 t 2
XY, =1+ 2_[ X,Y,dB! +j X,Y.dB?.
0 0

Prepisemo
t
XY, =1+ \/EJ- X, Y, dW,.
0

Tako enacbo enoli¢no resi eksponentni martingal
5
XY, = E(V3W), = exp(‘/gwt - Et)

ali s
XY, = exp(ZB(tl) +B? - Et) .

3. Ker imamo opravka z eksponentnim martingalom je
E(Xt Yt) =1 .

Iz dejstva da sta thsngl) ter ItXSdB(SZ) martingala ter iz prve enacbe
v besedilu naloge tudi izhaja, da je E(X;) = EXy = 1 za vse t. Po drugi
strani lahko drugo SDE (Black Scholes enacbo) za Y takoj reSimo: Y; =
e"t&(BW),, in torej EY; = e, Sledi

cov(X;, Y;) = E(X,Y;) —E(X,)E(Y;) =1-¢"".

(Da sta Jot Xsngl) ter Jot Xsngz) res martingala vidimo iz Y; = e~te(BW),
in iz izraza za X;Y;: ko izrazimo X;, vidimo da je le-ta dovolj "integrabi-
len’ da dobimo martingale.)
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Resitev naloge[23] page[14]

1. ZapiSsemo
]. = 1(BZ‘ Z(l)"‘].(Bt <a).

Oba ¢lena na desni sta merljiva glede na . Racunamo
E(1(Br 2 a)l7)=

= E 1(Bt2a,BT 2a)+1(f3t<a,BT Za)lf;)

—

= l(Bt Za)+1(Et <a)E( max (Bt+S_Bt+Bt)|]:t)

0<s<T-t

= UBi2a)+ 1By <a)E(1( max (Bios—Bi+By)>a)i)

0<s<T-t

= 1Bz )+ 1B <aE(1( max (Bus— B> aB, i)

0<s<T-t

= 1(]§t2a)+1(1§t<a)-2(1—<b( 4By ))
Tt

V zadnji vrstici smo uporabili neodvisnost prirastkov Brownovega giba-
nja ter princip zrcaljenja.

2. Zapisimo z vsemi detajli. F(x,t) je na (x,t) € (—o0,a) x X(—oo, T) razreda
C®>. Fiksirajmo € € (0,a A T) in uporabimo Itovo formulo za funkcijo
F in za proces Z := (By, t)[0,7] ustavljen ob casu T,_ A (T - €), kjer je
Ty :=inf{t > 0: B; = b} za b € (0, 00). Ta proces zZivi v (—o0,a) X (—o0, T) in je
zvezen semimartingal. Iz tocke (a) je F o Z ustavljen proces nekega (s.g.)
zveznega (ker je P(T, = T) = 0) martingala na [0, T — €], in zato zvezen
martingal. Sledi da je s.g.:

(T_G)ATa—e aF _
F(Br, . n7-o T AT =€) = F(O,0)+ | o (B By 1)aB,
0
~ . .. 2 _laBy)? 1 .
Ce torej definiramo H; := orld AT-1) . ﬁl(t <T,AT)zatel0,T], vi-

dimo da je H prilagojen in z desne zvezen in krajsi izra¢un pokaze da je
tudi E (IOT H_fds) < 0. Velja:

(T_e)/\Ta—e

F(BTH,E/\(Tfe)’ Ta,e/\(T—e)):P(BT Za)-l-L thBt'

Spustimo € | 0 (¢ez neko zaporedje), upostevajmo zveznost stohasti¢nega
integrala, T, . A(T—¢€) T T, AT, in dobimo s.g. (ker je T, = T s.g.) Ze-
ljeno enakost, ¢e naposled Se opazimo da je OT”AT H,dB; = IoT H,dB,, saj
je vendar HTAT = H.
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Resitev naloge[24} page[15]

1.

Racunamo po stohasti¢nih pravilih za odvajanje produktov (iz SDE-jev
je razvidno da sta X in Y zvezna semimartingala). Ker je v produktih
ena funkcija deterministi¢na in odvedljiva, krizne kvadrati¢ne variacije
odpadejo. Dobimo

d (e_tXt - te_th) =
= —e'Xydt+etdX, — (e —te )Y, dt —te 'dY,
= —e'Xdt+e! (Xtdt+Ytdt+th(l))

(et —te )Y, dt—tet (Ytdt + th(z))

etdw — e taw?

in
d(e*th):
= —e'Ydt+e'dy,
= —e_thdt+e_t(Ytdt+th(z))

= e_tth(z).

. Iz prvega dela naloge dobimo, da je

t t t
eI X, —teY, = J e_SdWS(l) —J. se_sdws(z) in ey, = J. e_SdWS(Z).
0 0 0

Sledi

t t t
X, = f eHdWS(” +j (t—s)et*SdWS(Z) in Y, = J eHdWS(Z).
0 0 0

. Po pravilih za krizne kvadrati¢ne variacije je

d(M,N), = e 2 d(WH), Wy, — te 2t (W@, Wy, .
Zaradi neodvisnosti Brownovih gibanj prvi ¢len odpade, zato je
d(M,N); = —te 2dt
in posledi¢no

t

(M,N); = —j se"¥ds.
0



54 POGLAVJE 4. RESITVE NALOG

Iz namiga je
E(M;N¢) = E((M,N);) .
Sledi
E[(e7X, —te ™ Y,)(e'Y,)| = e E(X,Y,) — te ' E(Y2) = E(M,N),) .
Po drugi strani iz Itove izometrije sledi

E(e*Zthz) = Jtezsds.

0
Torej je
E(X,Y,) = e [tE(e 2 Y2) + E(M,N),)].

Vstavimo integrale in pora¢unamo. Dobimo
_1 2t
E(X,Y,) = Z(l +e (2t-1)).

Ker je E(X;) = E(Y;) = 0, je zgornji izraz tudi kovarianca.

Resitev naloge[25] page[16]
1. Ra¢unamo z diferenciali in opazimo, da je A; = (M);. Dobimo

2 22

2 2
M, = %e%f‘t cos(AX,)dA, — T A (/\sin(/\Xt)dXt - %cos(/\Xt)d(X)t)
22 A2 pe
= ez 7cos(/\Xt)dAt — Asin(AX;)1(B; > 0)dB; — TCOS(/\Xt)dAt)

2
= _deTsin(AX,)1(B, > 0)dB,.
Podobno ra¢unamo za N.

2. T je ¢as ustavljanja. Proces (M7 at)e[0,0) j€ Omejen lokalni martingal,
torej martingal, in lahko uporabimo dejstvo, da imajo martingali kon-
stantno upanje, pa dobimo

E(MT/\t): 1.

Ko t — oo zaradi predpostavk in zveznosti M; sledi, da Mp,; — Mr.
Zaradi omejenosti lahko uporabimo izrek o dominirani konvergenci in
dobimo

E(M7)=1.

Ker je Ar =1, sledi, da je
/\Z
E(cos(AX7))=e" 7.
Podobno sklepamo, da je
E(sin(AX7)) =0.
Sledi, da je X1 ~ N(0,1).
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Resitev naloge[26] page[16]
1. Rad¢unamo po pravilih za stohasti¢ne diferenciale. Dobimo
d(e?(1+6)X, —te 'Y,
= e (=1-2t)X;dt+ e (1 +1)dX, +e 2 (-1 + 2t)Y,dt — te >'dY,
e [(—1 —26)X,dt+(1+ t)(Xtdt +Ydt+ dB(t”)
+(~1+20)Y;dt - t(—Xtdt +3Y,dt+ dBﬁz))]

e 2(1+1)dB" - te 2 dB%

in
d(te X, + e (-t +1)Y)
e (1 -2t)X,dt + te 2 dX, + e ? (=3 + 2t)Y,dt + e 2 (—t + 1)dY,
= [(1 _20)X,dt + t(Xtdt +Y,dt+ dBﬁ”)

+(=3+2t)Y, dt+ (-t +1) (—Xtdt +3Y,dt + dBiz))]

= te2dBM + e (~t+1)dBY.

2. 1z prvega dela izhaja, da je
e (1 +1)X, —te Y, = M,
te X, +e 2 (~t+1)Y, = N,.
Enacbi resimo in sledi

X, = e?(—t+1)M,; + te*’ N, ter Y, =—te’' M, +e*(t+1)N,.

3. Iz bilinearnosti za oklepaje in dejstva, da je (B"), B?)), = 0, dobimo

t t
(M,N); = f e ¥s(1 +s)ds—j e ¥s(=s+1)ds.
0 0

Ker je M;N; — (M,N); martingal z zaletno vrednostjo 0 in je E(M;) =
E(N;) =0, je cov(My, Ny) = E(M,N); = (M, N); Zadnja enakost velja, ker
je (M, N) deterministi¢en proces.

4. Iz eksplicitne resitve za X; in Y; izhaja, da je
cov(Xy, Yy) = —eH t(~t+1)var(M,)+e* t(t+1)var(N,)+e* (1-2t%)cov(M;, N;).

Upostevamo, da je var(M;) = (M), var(N;) = (N); in cov(M;, N;) = (M, N);
(utemeljitve kot pri tocki 3.).
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Resitev naloge[27] page[17]

1. Gostota By pogojno na B; = x enaka

(57) 15
_4(x,7) = ————e¢ -,
pPr-+(x%,y (T -0
Sledi, da je
E(BfIBi=x) = j v prot(x,y)dy
= J; ypr-+(%,y)dy
= ;J‘ ye_z(}*‘)d
A2m(T -t

y2
\/74»]. [(y—x)+x]e 2T-dy

)2

1 _p=x? | o (y-x?
= —(—(T—t)e AT=1) +xJ e 2T dy
2r(T —t) 0 0
1/ X2
= £e7W +x<I)( X )
V21 T—t

Zaradi markovske lastnosti je

el )

E(B}I%) = ¢ A0 4 x®

21

2. Ker je
E(BfIA) = F(By, 1)

za 0 <t < T inje F(x,t) tam gladka funkcija, bo veljalo

E(B}|%)=E(B}) Ja (Bs,s)d

S parcialnim odvajanjem dobimo

OF x
= It :q) ’
ax ! ( T—t)

torej je
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Ker je
U, = E(B}|7)

zvezen martingal (kot vsi Brownovi martingali), velja U; — U = B%,
ko t T T. To pomeni, da bi reprezentacija veljala, ne glede na to, kako
razsirimo H; do ¢asa T. Ena moznost je Hy = 0.

Resitev naloge|28} page
1. Funkcija F je dvakrat zvezno odvedljiva. Ra¢unamo
F’(x) = —2xe ™.

Po Itovi formuli je (yg := F(xg))

r‘t 1 t
Vo= e [ PO [ FO0de,

Jo 0
) 1 (! 2

= Yo+ e s (dBS+Xsds)——J 2X.e X ds
Jo 2 Jo
rt )

= Yo+ e %5 dB;.
Jo

Proces je omejen lokalni martingal in zato martingal.

2. Funkcija F(x) je monotono narasc¢ajoca in F(0) = 0. Ker je F(X;) martingal,
vemo da bo

P(T, < Ty) = P(F(Xt,,) = F(a)) = %.
Zaradi zveznosti X velja
{To < 00} = Upsyo {To < T}
Dogodki v uniji so nara$c¢ajoci, zato bo veljalo
P(Ty < 0) = lim P(Ty < T).

Sledi

3. Ra¢unamo
d(e_tXt) = —e_tXtdt + e_t(dBt + Xtdt) = e_tdBt .
Sledi, da je

t
e X, =x0+ j e *dB,.
0
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Integral na desni je martingal, zato je
E(e_tXt) = Xp

in posledi¢no
E(X;)=e'xp.

Za varianco uporabimo Itovo izometrijo in dobimo

t t t
Var(e_’Xt) = Var(j e_SdBS) =E [j e_sdBS] = J e %ds =
0 0 0

Sledi
(ezt - 1) .

(l—e_zt).

N =

var (X;) =

N =

Resitev naloge[29) page[17]
1. Po pravilu za stohasti¢no odvajanje produkta na desni strani dobimo
X, =2(1+t)Y,dt + (1 +t)%dY;,
na levi pa iz SDE za X,
(2Y, (14 6)= (1 +6)%)dt+ (1 +£2)dW,.
Izenacimo levo in desno stran in pokrajSamo. Ostane enacba
dY, =-dt+dWw;.
2. Ker mora biti Yy = xq dobimo
Y, =xqg—-t+ W,

in posledi¢no
X;=(1+8)2(xg—t+W,).
Sledi
E(X)=(1+t)*(xg—t) in  var(X;)=t(1+1)*.

Resitev naloge[30} page[1§]

1. Enacbi v nalogi sestejemo in prepiSemo dW; iz definicij. Opazimo Se to,
da je integrand pred dE; identi¢no enak 0.

2. Proces W je po definiciji lokalni martingal. 1z definicije sledi

X+ Y
X+ Y

t t
<w>t:j 1(X;+Y,>0) ds+J 1(X;+ Y, = 0)ds = t.
0 0

Zaradi neodvisnosti Brownovih gibanj so vse vse krizne kvadrati¢ne va-
riacije enake 0. Po Lévyjevem izreku sledi, da je W Brownovo gibanje.
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3. Zaradi neodvisnosti X in Y lahko desno stran enakosti zapiSemo kot

9(x,@)p(y, B) = E (e X+70)

Ampak vsota X + Y je po prejsnji tocki resitev stohasti¢ne diferencialne
enacbe (sicer z drugim Brownovim gibanjem) z zacetnim pogojem x +y
in tendenco a + . Enakost potem sledi iz krepke enoli¢nosti resitve.

4. Iz prejsnje tocke lahko sklepamo, da je
P(x, @) = ¢(x,0)9(0,).
Za prvo funkcijo velja multiplikativnost iz namiga, zato je
¢ (x,0) = e1*.
Z enakim razmislekom dobimo
¢(0,a) = 2.

Velja torej
P(x,a) = eC1% . g2

kjer sta konstanti ¢; in ¢, Se odvisni od ¢ in A. V znano obliko za a =
1 vstavimo x = 0, dolo¢imo e = (1 + 2At)"2 in potem ¢(x,a) = (1 +

20t)" 2 exp (— 1;‘2’“/U )

Resitev naloge[31} page[19

1. PoItdje
dXt = Z(Bt + 1)dBt + 2Dtht + 2dt

Iz dX; sledi se
d(X), = 4(B, + 1)?dt + 4D}dt = 4X,dt,
pri ¢emer smo upostevali, da je (B,D) = 0.

2. Proces YT je omejen (natan¢neje ima vrednosti v [% loga, % logb]), zato je
treba pokazati le da je lokalni martingal. Na intervalu (0,00) O [a,b] je
funkcija 1 logx dvakrat zvezno odvedljiva. Po Itovi formuli je

yT = JthsT_lj’t d(x)!
o 2XI 2Jo 2(x])?
B Jf (BT +1)dBI + DI'aDT
0 xI
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3. Zaradi injektivnosti logaritma je
P(Xt =a)=P(Yr = $loga).
Po drugi to¢ki je YT omejen martingal, zato je
E(Yr)=E(Yp)=0

ali
1 1
Eloga-P(XT =a)+ Elogb-P(Xt =b)=0.

Po drugi strani je zaradi zveznosti (dovolj z desne) poti X-a, P(X =a)+
P(Xt =b)=1. ReSimo enacbe in dobimo
logb

PXr=a)= logh—1loga’

Resitev naloge[32} page[19]

1. Za neodvisni Brownovi gibanji je (B,D) = 0. Po pravilih za racunanje
kvadrati¢nih variacij je

(B-D+D-B) (B-D)+2(B-D,D-B)+(D-B)

B?-(D)+2BD-(B,D)+D?*-(B).

Sledi
d(M), = a*(B? + D?)dt.

2. Procesa M in N sta zvezna semimartingala: M je celo zvezen lokalen
martigal, N pa zvezen prilagojen proces s kon¢no variacijo. Itéva formula

nam da
J cos(M. SrJlN f sin(M SdM

—%L cos(M.)eN-d(M),

t 2 t
Jcos(Ms)eNS%(B§+Df)ds—f sin(M)eNsd M
0

0

1 t
-3 J cos (M) eNSaZ(BS2 +D2)ds
0

—jtsm( ) eNsd M.
0

Iz zgornjega sledi, da je X lokalni martingal.
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Resitev naloge[33] page[19]
1. Ra¢unamo
EX|%H) = E(I(T;<t)+1(t<T; <1)|F)

= 1(T1§t)+2-1(T1>t)(1—q)( ;B;))

—_

:

= 1(Bt21)+2-1(13t<1)(1—cp(11_31)).

:

Pri tem smo uporabili markovsko lastnost Brownovega gibanja.
2. Pogojna pricakovana vrednost je oblike
E(X|F) = F(B;, By, 1),

kjer je B; = maxg<,<; B, ker je 1(T; <t) = 1(B; > 1). Vemo, da pri ustrezni
parcialni odvedljivosti velja

H, = 9, F(By, By,s)dB.

Ce odvedljivost velja le dokler je t < T za nek &as ustavljanja T, reprezen-
tacija velja do T. Za t < T} A 1 imamo ustrezno odvedljivost, zato velja

za
Y, = E(X|R)
enacba
ATy B 1 1-B
Yinr = Y, +2J- 1(B, <1) ( s)dB, t<1.
ATy 0 0 S 1_s \/1—_5 S

3. V reprezentaciji v drugi tocki lahko za t < 1 zapiSemo

1 (1—35

1-5 V1-s

zaradi lokalizacije. Ko ¢ T 1, leva stran konvergira proti X s.g. Ce defini-
ramo H; =0 in

t
YtAT1:Y0+2J 1(B;< 1) )st
0

H,=2-1(B,<1) ! ¢(1_BS),

Vi-s \Vi-s

potem tudi Iot H,d B konvergira proti fol H,dB;, kot 11s.g.

Resitev naloge|34} page
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1. Po pravilih za odvajanje produkta je

dYt = —%e_t/zxtdt + e_t/det .

Vstavimo dX; iz enacbe v besedilu naloge, pokrajsamo in enacba sledi.
Za proces Z najprej racunamo po ItQ, s tem da opazimo

d(X); = (1 +X?)dt.
Dobimo

)

X
= ! dXt+

1
i + X2 2(1 + X2)3/2
X}? 1
X;dB; + X dt + dt+ dt
24/1+X? 241+ X2

X;dB; + X,dt + $+J1+ X7 dt.

d(X)y

Po formuli za odvajanje produkta sledi
Az, = -7 2\1+ X2dt+e7? (XtdBt +Xpdt+ 341 +x3dt) .

Ko pokrajsamo, dobimo Zeleno enacbo.

. Enacbi iz prejSnje tocke prepiSemo v integralski obliki v

t t t t
Yt:x0+J‘ ZSst+j Zds in Z, =41 +x%+J- YSdBS+J. Yds.
0 0 0 0

Izrek o obstoju resitev SDE nam zagotavlja, da so E(X?), (in zato) E(Y?)
in E(Z2) omejene na kon¢nih intervalih, zato sta stohasti¢na integrala v
enacbah martingala. Na obeh straneh uporabimo pri¢akovano vrednost,
zamenjamo integral po ¢asu in pricakovano vrednost (Fubini) in sledi

t
E(Yt):x0+f0tE(Zs)ds in E(zt):,/1+x§+LE(ys)ds.

To sta zeleni enacbi.

. Diferencialni enacbi sledita iz prej$nje tocke. Ce ju sestejemo, dobimo

i+b=a+b,

od koder sledi
a(t)+ b(t) = (a(0) + b(0))e" .



Ce odstejemo, dobimo
i-b=b-a
od koder sledi
a(t) - b(t) = (a(0) - b(0))e™".

Upostevamo a(0) = xy in b(0) = /1 + xg in dobimo

a(t):xocosht+\/1+x§ sinht in b(t) = xgsinht+4/1 +x3 cosht.

Kon¢no
E(X,) = ¢"?E(Y;) = ¢'/? (xo cosht++/1+x3 sinh t) )
4. Preverimo

Xg = sinh(log(xo +4/1 +x(2)))

X + 1+x(2,—

1
x0+\/1+x3
2

x§+2xom+1+xé—1
2(xO+M)

2xo(xo+\/m)

2o+ \1+x2)

= Xp-

Y; :log(x0+\/1 +x§)+B§l).

Itdva formula in enakost cosh? —sinh? = 1 dasta

Oznacdimo

1
= J1+X2dY, + 5 sinh(Y;)dt

1
\1+X2(dB; +dt) + EXtdt
= 1+Xt2dBt+(\/1 + X2+ %Xt)dt.

63
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Resitev naloge[35] page[21]

1. Ra¢unamo po stohasti¢ni formuli za odvod produkta in opazimo, da je
prvi ¢len na desni v definiciji proces Y zvezno odvedljiv. Dobimo

ay, = —exp(—J.tF(u)du)P(t)tht+exp(—J‘tP(u)du)dZt
ot 0
= —exp(—j F(u)du)F(t)tht
’ t
+exp(—f F(u)du)(P(t)tht+G(t)th)
0

t
= exp (—JO F(u)du)G(t)MtdBt.

Sledi , .
Y =z + J exp (—J F(s)ds) G(u)M,dB,
0 0

in posledi¢no

Z; =exp (jtF(u)du) (zo + Jt exp(—fu F(s)ds) G(u)MudBu) .
0 0 0

2. Oznac¢imo y
H, =exp (—J- P(s)ds) G(u)M,,.
0
Vemo, da je

E(M2) = E[exp(2B;~1)]
E[exp(2B; — 2t + t)]

= ¢l

Za integrand H velja

LtE(HSZ)ds = J: exp(—Z J;u F(s)ds)G(u)ze”du < 0.

Integral zgornje meje je martingal, zato je pricakovana vrednost enaka 0
in sledi

Z;—E(Z;) = exp(JZ F(u)du) Lt exp (— J;u F(s)ds) G(u)M,dB, .

Itéva izometrija nam da

E[(Z, - E(2,))*] = exp (2 J;:F(u)du) fot exp (—2 LM F(s)ds) G(u)2e"du.
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Resitev naloge[36] page[21]]

1. Racunamo

T
Ar = At+f B2ds
t

T
= A+ f (B; + (Bs— B,))* ds
t

T—t T-t

(Btru — By)du +J. (Byu — By)*du.

= At+Bt2(T—t)+ZBtJ
0

0

Po markovski lastnosti je (B, — B;: u > 0) Brownovo gibanje neodvisno
of ;. Opazimo Se, da je

Tt
E [J; (Btsu —Bt)du] =0

T-t T-t 2
2. _(T-1)
E [J(; (Bt+y — By) du} = J(; udu = R

Po pravilih za pogojno pri¢akovano vrednost bo

in

T-t)?
E(AT|]-}):At+Bt2(T—t)+( 2) .
2. Iz prvega dela sledi, da je
E(Ar|F) = F(By, Ay, t).
Ker je
T-t)?
F(x,y,t):y+x2(T—t)+( 3 ) ,

je funkcija dovolj gladka, da uporabimo Itovo formulo. Sledi

F(B;, A4, t)—F(0,0,0) =

' OF P oF
= L g(BS,AS,s)dBS+L a—y(BS,AS,s)dAS

' OF 1 (' 9°F
S (B, A S 2, A, s)ds.
+L at (Bsf S’S)ds + 2 0 axz (BSI SIS)dS

Na levi je martingal. To pomeni, da se morajo na desni ¢leni, ki imajo
kon¢no totalno variacijo, sesteti v konstanto. Sledi, da je

TZ taF
F(Bt'Al" t) = 7 +J; g(BsrAs;s)st.

Sledi
Ht = 2Bt(T - t).

Ocitno je zadosceno tudi pogoju za integrabilnost.
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Resitev naloge[37] page[22]

1. Ker je X;ar € [a,b] in je g C? funkcija na intervalu [a, b] lahko ra¢unamo
po Itovi formuli

tAT tAT
¢(Xinr) = g<x>+fO (;dxﬁljo Xy,

1_X5)2 2 (1_X5)3
tAT [ _
= g(x)+ " MdWS’
0 (1_Xs)2

kjer smo upostevali, da je
d(X)r = X¢(1 - X;)dt

Stohasti¢ni integral omejenega zveznega procesa po Brownovem gibanju
je lokalni martingal.

2. Ker je g omejen na [a,b], je lokalni martingal g(X;,7) iz prejsnje tocke
tudi omejen martingal (z zadetno vrednostjo g(x)). Glede na to, da je g
narascajoca funkcija na [4,b] in dejstvo, da je T < oo s.g., lahko po izreku
o ustavljanju dobimo izhodno porazdelitev iz intervala [a, b] za g(X;a7).

oy = _g(b)—g(x)
PXr=a) = P(T,<Ty)=p= 0
P(Xp=b) = P(Tb<Ta):§Ez;:§§Z;

3. Za Itovo formulo potrebujemo prva dva odvoda funkcije h:

o X—log(x)
hix) = (1-x)?

) x%+2x—1-2xlog(x)
W) = x(1-x)3

Ker je h C? funkcija na intervalu [a, b], lahko izra¢unamo

tAT tAT
WXr) = A+ [ WX g [ o,

AT
oy [ BN 3y 3
0 (1- Xs)2 2
4. Ker je h omejena funkcija na intervalu [a,b], lahko sklepamo, da je lo-
kalni martingal iz semimartingalske dekompozicije h(X;,7) tudi omejen
martingal za t < oo (z zacetno vrednostjo 0). Potem lahko po izreku o
ustavljanju zapiSemo

E(h(Xr)) = h(x) - 3E(T)
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Porazdelitev Xt smo izracunali pod nalogo b., in tako dobimo

8(b) - g(x) g(x)—g(a))
E(T)=2{h(x)—h(a —h(b
(11=2(te - = - B

Resitev naloge[38] page[22)]
1. Po Itovi formuli velja

1 T 1 1 1 (7 1

eXr=2(Xr  _ 1+J‘ eXs_7<X>sd(X__<X>) +_J X2 g (X)),
0 27 s 2o

T
= 1+ eXS_%OQSdXS

Jo
T 1
= 1+j eXs X H dB,.
0

Sledi, da je
KS — EXS_%<X>SHS.

2. Naj bo

n—-1

H, = Z/\J' Ltj17,0)(5)-
j=0

Definirajmo

t
Y, :f H,dB;.
0

Za ta elementarni integrand je

T n—1
Y=Yr= J H,dB, = ZAJ- (B, - By,)-
0 ]:0
Nadalje je
n-1
(Y)r = Z/\]Z(tjﬂ —t).
=0

Iz prve tocke naloge sledi, da je

n—1

1 5 T 1
—5 ) At - t]-)] —1 +L exp(YS - E(Y)s)HSdBS.

j=1

Yexp

Sledi
1 1
K, = exp[z Z/\Jz-(tjﬂ - tj)] -exp (XS - §<X>S)HS.
j=1

Ko vstavimo nam kot prvi ¢len v zgornji formuli ostane to¢no E(Y).
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Resitev naloge[39} page[23]

1. Trditev velja za n = 0. Predpostavimo, da je M" kvadratno integrabilen
martingal. Racunamo s pomocjo Itove formule

M = Hypi(Byt)
' aHn+1 ! aI_InJrl 1 (! a2Hn+1
_ L k2 (Bs,s)st+L i Beshds s 5 | o (B 5)ds
t
= Jan(Bs,s)st.
0

Sledi, da je M"*! lokalni martingal. Po indukcijski predpostavki je M"
kvadratno integrabilen martingal, zato je

E[(M2Y]<E[(M})]
za s <t in posledicno
t
J- E[(nM2)?|ds < n*tE[(M]')?] < co.
0
Sklepamo lahko, da je M"*! kvadratno integrabilen martingal.

2
2. Iz definicij je E [(M?) ] = 1. Itova formula nam da

t
ML = f (n+1)M"dB;,
0
Itéva izometrija pa
t
E [(M;Hl)z] = nzj E[(Mg)Z]ds.
0
Sledi . ,
E[(M}) ] = t,E[(ME) ] =212, ...

in po indukciji
E[(M{)*]=n!-¢",

Resitev naloge[40} page[23)]

1. Funkcija
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je na (0,1) dvakrat zvezno odvedljiva. Ker proces vedno ostane na tem
intervalu, lahko uporabimo Itovo formulo. Izracunamo

F= - i ) =

T x2(1-x2)°

Ugotovimo Se, da je
dX, = X,(1-X,)dW, in d(X), = X?(1-X,)*dt

in
Y;

e Y

14Vt

e
eVt +1

¢ torej 2X;-1= = tanh(Y;/2).
Sledi

f(X)=flxo) = Y=o

! 1 1" 2x,-1
——dX,+ = —— _ _d(X

J:) Xs(l_Xs) +2J:) st(l_Xs)z < >t
t t

J dWS+lJ- (2X;—1)ds

0 2 Jo

1 t
Wi + EJ‘ tanh(Y,/2)ds.
0

Funkcija p(y) = tanh(y/2) ima odvod omejen z 1/2, zato je izpolnjen Lip-
schitzov pogoj in s tem zagotovljen obstoj krepke resitve in njena enolic-
nost.

. Iz dejstva, da je X omejen, izhaja da je X omejen martingal, torej je
E(X;) = E(Xo) = x¢. Iz prvega dela naloge imamo, da je

1 t
Yt:yo-i-wt-i—EJ‘ (2X5—1)d5
0

Sledi
t

1
E(Y;)=yo+ EJ- (2xg — 1)ds = o + (xo — 1/2)t
0

. Veljalo bo

t t
XYy = xp0 + j X dY; + J Yid X +(X, Y);.
0 0
Vstavimo diferenciale in ne levi in desni uporabimo pri¢akovano vre-

dnost. Ker je X omejen, lahko poljubno zamenjamo integriranje in prica-
kovane vrednosti. Sledi

t t
E(X;Y}) = xquo + %J;) E(X;(2X, - 1))ds+J;) E(X(1-Xy))ds.
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Poenostavimo in sledi

Xo-t

1 t
E(X;Y;) = xgy0 + EJ; E(X;)ds = xoyo + OT-

Kovarianca sledi.

Resitev naloge[41} page[24]
1. ZapiSemo
T
t

Zaradi neodvisnosti Brownovega gibanja (B; — B;: s > t) od F;, lahko iz-
ra¢unamo pogojno pricakovano vrednost po obic¢ajnih pravilih kot

E(X7|F)=X; + (B, T~ t).

2. Oznacimo M; = E(X7|F;). Po definiciji je M martingal. Po Itovi formuli je

2
M, = xt+f l‘bBS,T s)dB, f "DBS,T s)ds + 82¢(BS,T s)ds.

Po definiciji je X proces z kon¢no totalno variacijo. Isto velja za zadnja

dva integrala. Sledi, da se morajo vsi procesi s kon¢no totalno variacijo
seSteti v konstanto. Sledi

to
XT = E(XT)-FJ a—¢(BS,T —S)dBS.
0 X
3. Ra¢unamo

P(x,t) = JEsmx+B )ds

(=}

= J- E(sinx - cos B + cos x - sin Bg)ds

t
= f sinx-e 2ds

= 2smx(1 —e_f).

(=]

[=}

V tem primeru je E(X7) = 0. Iskan integrand je tako

(T-t)
H, = 2cosx(1 —e 2 )

Resitev naloge[42} page[25]
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1. Trditev sledi iz Itove formule.

2. Oznac¢imo

Y :\/0'12—2p0’10’2+622.

ZapiSemo

(1) 2_ 2
oy —05)t
e "Ry = “exp|—rt+ (g — po)t + yB, — (o1~ o)t
s 2

0
S spremembo mere lahko Brownovemu gibanju B dodamo poljubno kon-
stantno tendenco, tako da je B; = B;+at, in je pod novo mero B Brownovo
gibanje. Konstanto a is lahko izberemo tako, da bo

2_ 2y )
4”(#1‘#2)“7‘”‘%: 7/2

3. Izracunati moramo

(1)

1
Vo :EQ[e—rT(%erﬂyéT—’;T_l] ]
SO +

(1)
0

To pa je to¢no formula za ceno evropske nakupne opcijez K = 1, §g = =,
0

»n | n

r=rino=y.

4. Teorija (izrek o martingalski reprezentaciji) nam pove, da lahko zapisemo
~ T ~
VT = VO +'r HSdBS,
0

kjer je B Brownovo gibanje (pod Q) iz to¢ke b (kakor v standardnem
Black-Scholes-ovem modelu). Diferencial dB; pa je enak linearni kom-
binaciji diferencialov v zgornjem integralu. Iz Itove leme, pozitivnosti
cen delnic in bancnega racuna, ter asociativnosti stohasti¢ne integracije
pa kon¢no sledi, da lahko integracijo proti B(!) oz. B(?) realiziramo s tr-
govanjem z Sq, S, ter ban¢nim ra¢unom.

Resitev naloge|43| page
1. Naloga je elementarna.

2. f(x)=s((x—a)* —(x—b)*), x € [0,00), in ustrezno za Sy namesto x. Ker
vemo, dajeza 0 <t < Tin ke (0,00),s.g. Q(t;k):= Qﬁe‘r(T‘t)(ST -kt =
S;®(dy) — ke " T-DD(d,), kjer je

2

5= log (S¢/k) +1(T —t)+ %(T —t)
b oVT —t
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in

dz :dl —0 VT—t;
sledi iz linearnosti upanja da je s.g. V; = s(Q(t;a) — Q(t;b)). Seveda je
VT :fOST, S.g.

3. Ponovno sledi iz linearnosti da je iskani H razlika ustreznih H-jev za
evropski nakupni opciji z izvrSnima cenama a in b, pomnozen z s. Se

2 2
. _ log(S;/a)+r(T—t)+% (T-t) _ log(S;/b)+r(T—t)+ % (T—t)
pravi Ht_s(CD( o s ) CD( s ))

4. Sledi, ker je v tem primeru df/ = s&, in znamo vrednotiti evropsko na-
kupno opcijo (ter njene deterministicne mnogokratnike, po linearnosti).

Resitev naloge[44} page[27]

1. Zapisemo drugace

- Lr(s)—p o?
St = Soexp(O'(Bt —‘fo Tds)— 71’) .

Zamenjati bi morali mero tako, da bi bil proces

t [
Bt_f r(s)—ﬂds
0 o

pod novo mero Brownovo gibanje. Za Radon-Nikodymov odvod izbe-
remo po izreku Girsanova izraz

Tre) =g 1 (T (rs)=nY’
exp[JZ) - dBS_EJ;( - )ds.

Pod to novo mero Q je

o

t —
W, = B, - Jr(s)—”ds
0

Brownovo gibanje. Pod Q bo torej
t o2
St =Sg exp(J r(s)ds+oW; — Tt) .
0

2. Izracunati je treba

o= e b TOBEL (Sp—k),).

Pri¢akovana vrednost je

e_JOT r(s)dsEQ ((S 6-[0 ds+GWT—fT k) )
+
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Ta integral poznamo, saj smo ga izrac¢unali za evropsko nakupno opcijo
v primeru konstantne obrestne mere. Edina razlika je, da nadomestimo

rT z JOT r(s)ds. Sledi

T
Vo = So®(dy) — ke Jo "5 (d,)

Za
L log(So/k)+ [} r(s)ds+ ST

! oNT

in
dz = dl - O’ﬁ.
3. V prejsnji tocki nadomestimo IOT r(s)ds z LT r(s)dsin Ts T —t, ter Sy z S;.

4. Za navadno evropsko nakupno opcijo z izvr$no ceno k je H; = ©(d;).
Velja enaka formula, le definiramo

L log(su/k)+ [T r(s)ds+ ST~ 1)
' oVT —t '

Resitev naloge|45} page

1. Zapisemo lahko
1= 1(S_t > ﬂ)+ 1(S_t < a).

Oba ¢lena na desni sta F; merljiva. Ra¢cunamo
Eq(1(51 2 a)|l %) =
Eq(1(5: 2 a,87 2 a)l7) + Eq(1(5: < a,Sr 2 a)| ;)

_ _ 0'2
1(S;=a)+1(S; < a)EQ(StOSr?;%(_texp(o(WHs - W) - 75) > al]-'t)

= 1(S_t2a)+l(s_t<a)F(a/St,T—t)

2. Ce S; doseze prag a pred ¢asom T, vemo zagotovo, da bomo na koncu mo-
rali izplacati 1. Gibanje cene delnice od T, naprej je brezpredmetno, zato
v varovalnem portfelju delnice ne bo ve¢, zaradi odsotnosti diskontiranja
pa bo vrednost v trenutku T, < T enaka zgornjemu znesku. Alternativno
sledi Zeljeno takoj iz tocke (a) (kjer smo izracunali kar V;, ker je r = 0) Ce
izraz tam evaluiramo v T,.
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3. Do strogo pred ¢asom T, A T (procese ustavimo ob T, . A (T —€), € €

(0,a A T)) lahko uporabimo Itévo formulo in dobimo komponento H; s
parcialnim odvodom “dV,/dS;” za kar uporabimo izraz iz tocke (a): do
tega ¢asa se namre¢ V; izraza s C2 funkcijo S;-ja in t-ja. Uporabiti mo-
ramo samo $e pravilo za odvajanje posrednih funkcij. Spustimo € | 0.

Resitev naloge[46] page[28]

1. Naloga je elementarna.

2. f(x) =s((x—a)* —(x=D)*), x € [0,00), in ustrezno za Sy namesto x. Ker

vemo, dajeza 0 <t < Tink € (0,00),s.g. Q(t;k):= Qﬁe’r(T’t)(ST -kt =
S;®@(dy) - ke " T-dD(d,), kjer je

2

_log(S¢/k)+r(T —t)+ 5 (T —t)
- oVT -t

d2 :dl -0 VT—f;
sledi iz linearnosti upanja da je s.g. V; = s(Q(t;a) — Q(t;b)). Seveda je
VT :fOST, S.g.

1

in

. Ponovno sledi iz linearnosti da je iskani H razlika ustreznih H-jev za

evropski nakupni opciji z izvrSnima cenama a in b, pomnozen z s. Se
o (T- (T
pravi H, = S(q)(log(S,/a)+r(T—t)+2(T t))_q)(log(S,/bHr(T £)+ % (T t))).

oVT—t oVT-t

. Sledi, ker je v tem primeru df, = ség, in znamo vrednotiti evropsko na-

kupno opcijo (ter njene deterministicne mnogokratnike, po linearnosti).

Resitev naloge[47] page[29]

1. Skica grafa je elementarna. Velja f(St) = (St—a)*+(b—S7)" = (St —-a)* +

(S —b)" = (St —Db).

. Vemo,dajeza0<t<Tinke(0,),s.g.

Q(t:k) 1= Eq[eT(S7 ~ k)*|7] = S,0(dy) ~ ke " TD(dy),

kjer je
_log(Si/k)+ (T 1)+ G (T ~ t)
' oVT -t
in

dQZdI—O'VT—t.

Iz linearnosti pricakovane vrednosti sledi, da je s.g.
Ve =Q(t;0) + Q(t:b) = Sy~ be"T7Y).

Upostevali smo, da je diskontirani proces cene delnice Q-martingal.
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3. Ponovno sledi iz linearnosti da je iskani H vsota H-jev za evropski naku-
pni opciji z izvrSnima cenama a in b zmanjsan za H terminske pogodbe z
izvr$no ceno b. Se pravi

Ht =

o T
log (S;/b)+r(T —

cI)[log(St/a) r(T—t +"7 —t]
+"7 t)
oVT —t

+D

Za terminsko pogodbo je varovalni portfelj enota temelja-delnice.

Resitev naloge[48] page[29]

1. V ¢asu T smo lastniki evropske nakupne opcije za obdobje dolzine T-T;
in z zacetno ceno temelja STL- Sledi, da bo s.g.

—F(STl,T—Tl;rz,k,O’).

2. Vemo, daje, zate [T, T)

JdF

thx

(S, T —t;10,k,0)
in
Hto = Vt - Ht gt »
kjer je S diskontirana cena delnice in V diskontirani vrednostni proces.

3. Omejimo se na interval [0,T;]. V trenutku T lahko za opcijo iztrzimo
E(St,, T —Ty;13,k,0). To pomeni, da bo

Vo =Eg [e_rlTlF(STl, T - Tl;rz,k,a)] .
Pri tem je Q zamenjava mere na [0, T; ], v kateri ra¢unamo z r;. Sledi, da
je
| Vo=e T Eq [F(soerl TitoWn=0*T/2 o g ko 0)] ,
kjer je W Brownovo gibanje glede na Q.

4. Sledi neposredno iz prejsnje tocke, ko upostevamo WTI/\/TI ~o N(O, 1).

Resitev naloge|49} page
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1. Ker sta pod Q temelj S, in cena V; martingala, je

Vi = Eq(VrlR)
Eq(Srl7)

= gt‘

Iz tega tudi sledi, da je (HtO,Ht) =(0,1)za0<t<T.

2. Velja

v, = " TEq[VrlA]
= " Eg[(k-S7), 7]
= T EG[(Sr -k), — (Sp - k)| A]
= " TEG[(Sp—k), — (St~ k)IF]
= stwn—e-f”f D(dy) - (S¢ —ke ")
= —S,D(~dp)+ ke " T ND(=d,).

Zaradi linearnosti je H; = ©(dy) — 1 = - (-d,).

v n,k . . v . k .
. Oznat&imo z V" nakupne opcije z izvréno ceno k in s V/* ceno prodajne

opcije z izvrsno ceno k. Iz namiga razberemo, da je
1 1
F) = 1= (=) = (= b)) = o (=), —(a—x).].

—a

Sledi, da je cena Metulja enaka

_ 1 n,k n,b 1 p.k p.a
Vt_l—m[vt -V ]—m[vt -V ]

. Za linearne kombinacije opcij so varovalne listnice iste linearne kombi-

nacije varovalnih listnic. Varovalna listnica za opcijo, ki vedno izplaca 1,
je (T, 0),

Resitev naloge[50} page[31]

1. Po stohasti¢ni formuli za parcialno integriranje je

T T
[(F(T)~ F(s)W][E =—f0 f(S)Wst+L (E(T)~ F(s))dW,.

Izraz na levi je 0. Ker je E(X) = 0, je po Itovi izometriji

T
var(X) = E(X?) = f (F(T)—F(s))*ds.
0
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2. Velja
Vo=Eq(Vr),
kjer je pod Q
2
log(S;) = log(Sg) + rt + o W; — %t
in je W pod Q Brownovo gibanje, torej je

T
Vr = (exp(—rT+f f(s)logSsds)—eer) )
0

+

Slucajna spremenljivka

T
Z=-rT +J f(s)logSgds
0

ima pod Q normalno porazdelitev s pricakovano vrednostjo

2\ T
= —rT +log(S —"—) d
a=-rT +log( 0)+(r 3 J; sf(s)ds
in varianco T
b2:02J (F(T) - F(s))*ds.
0

Vzemimo
c=e"Tk

in sledi

2 2 _ -
VO:e‘rT[e“hMD(aer . logc)_cq)( loic+a)].

3. Vemo, daje
Vi =e"TEq (VrlR).

Prepisemo

T
f f(s)logSsds
0

T 2
j f(s) (log(SO) +r5s+o0W, — ?s)ds
0

Jf(s)(log(50)+rs+0WS—TS)dS
0
T
+J; f(s)(log(50)+rs+o(WS—Wt)—%zs)ds

T
+0Wtj f(s)ds
t
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Prvi in zadnji ¢len sta merljiva glede na F;, srednji pa je neodvisen. Racun
za srednji ¢len je enak kot v tocki b., le da moramo na novo prebrati g, b,
c ter Sg. Namesto log(Sy) vstavimo

o

t 2 T
J f(s) (log(SO) +rs+oW, — 75) + chtj f(s)ds,
0 t

in
T T
u:log(SO)J; f(s)ds+(r—%2)£ sf(s)ds
ter .
b>=| (G(T)-Gl(s))*ds,
[ em-ceras
kjer je

T
G(s) = J-t f(s)ds.

Resitev naloge[51] page[32]
1. Vemo, da je
Vo=Eq(Vr).
Vemo tudi, da je pod Q

2
_as
St SoerHUWt > t’

torej je
VT — (Soeer+%(WT/3+W2T/Z+WT)—O'2T _K)
+
in

VT — e*rT (elogS()JrZVTJr%(WT/3+W2T/3+WT)*D'2T _K)+ .

PrepiSemo v

VT — (elOgSo+TT+%(WT/3+W2T/3+WT)—O'2T _ e—TTK)+ .

1z lastnosti Brownovega gibanja sledi, da je vsota W3 + Wy, + Wr nor-
malno porazdeljena s pricakovano vrednostjo 0, iz lastnosti cov(W,, W;) =
min(s, t) pa sledi, da je

VaI‘(WT/3 + WZT/Z + WT) =2T + 8T/3 = 14T/3

V eksponentu v V; imamo normalno slu¢ajno spremenljivko s pricako-
vano vrednostjo a = log Sy + rT — T in varianco b? = 1402T/27. Ceno
Vi preberemo iz formule v navodilu s ¢ = e "7 K.
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2. Vemo, da je pod Q
Vorss =Eqg (VT|]:2T/3) :
Prepi$imo

VT — (glog50+7T+%(WT/3+2W2T/3+(WT—W2T/3)—UZT _ e_'TK)+ )

Slué¢jna spremenljivka Wy — W13 je pod Q neodvisna of F,7,3, poraz-
delitev pa je normalna s pricakovano vrednostjo 0 in varianco T/3. Pri
ra¢unanju pogojne pricakovane vrednosti lahko obravnavamo Wr/; in
W, 1/3 kot konstanto. Oznacdimo

— 2
SZT/?) — Soert+%(WT/3+2W2T/3)—O‘ T )

Rac¢unamo B
Eo [(810g52T/3+%(WT—WzT/3) _ e—TTK)J ]

Pogojno pri¢akovano vrednost preberemo iz formule v besedilu naloge z
a=1logSyr/3, b =02T/27 inc=e¢"TK.

Resitev naloge[52} page[32]
1. ZapiSemo lahko
Vr =(St—a)y +(b—Sr)s = (St —a), +(S7 - b), — (St - b).

. k G
Oznaéimo z V" ceno evropske nakupne opcije z izvrino ceno k. Iz zgor-
njega sledi, da je

Vo = Eq(Vr) = V& + V&P = (S —be™T).

2. Naj bo Hy rk komponenta varovalne listnice za evropsko nakupno opcijo
z izvr$no ceno k v trenutku t. Iz zgornjega sledi, da je

H,=H" +H" - 1.
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